Interrogation 5
MP 2 Corrigé 2020 - 2021

1. Pour n > 1, on pose u,, définie sur R par u, : x — nxe ™",

Montrer que la série de fonctions » | u,, converge simplement sur R et que sa somme est continue
n=1

sur |0, +o0.

Corrigé

" — ( par croissances

Siz =0, u,(z) =0 et la série > u,(0) converge; si x > 0, ndze~
n>1 n—-+00

comparées et donc u,(x) = o(=5). Or la série > - est absolument convergente donc la série
n=1

> un(x) est absolument convergente donc convergente.
n=>1

Soit [a, b] C]0,4o0[, pour tout = € [a, b],
|un ()| < nbe™ "

Donc ||tn|oo,fap) < nbe ™. Or a > 0 donc, en procédant comme ci-dessus, ) ||tn|oo,[a,p)
n>1
converge. On en déduit que la série de fonction converge normalement donc uniformément

sur [a,b]. De plus, pour tout entier n > 1, u, est continue sur [a,b] donc S : = Z un ()
n=1
est continue sur [a, b]. Cela étant vrai, pour tout segment [a, b] de ]0, +00[, S est continue sur

10, +o0.

2. On considere pour n > 1 et a € R, la fonction f,, définie sur R par f, : x — x(1 + n%e"%).

(a) Déterminer (soigneusement) la limite simple de (f,).

Corrigé

Si xz = 0 alors f,(0) = 0 et donc (f,,(0)) — 0. 5ix >0, n% "™ — 0 par croissances

n—oo

comparées et donc (f,(x)) — z. Finalement (f,) L fou fiaes .
n—oo

(b) Pour quelles valeurs de « la convergence est uniforme sur R, 7

Corrigé

Pour tout z € Ry et tout n > 1, on pose h, = f, — f : x — zn%e "".
Elle est dérivable et, pour € Ry, hl (z) = n®(1 — nz)e ™. On en déduit que

ho, (1>’ = n—ae_l = 1no‘_l.
n n e

De ce fait la suite (f,,) converge uniformément vers la fonction = — = si et seulement
sia<1.

thHoo =




