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1.

2.

3.

Exercice |

Pour tout ¢ > 0, on a par l'inégalité arithmético-géométrique : 2 S /142 = |t| = t et donc

2
t 1
1442 S 2°

0<

On peut aussi réaliser une étude de fonctions.

Alinsi, par croissance de I'intégrale, on a pour tout naturel n,

Ydt 1

0<a,< 02—n on

|z|

Donc pour tout = €] —2,2[ : Vn € N, |a,2"| = a,|z|" < <—

2
donc x < R,. On en déduit que

a) Soitn e Nett, €l0,1]:

n
) < 1. La suite (a,z™) est bornée

WV
5\)_‘
/N
—_

+ | =
~

)

L\ (1 —t,)tn
> =) dt = ——n
) #-"5

par croissance de I'intégrale et car pour tout t € [t,, 1],
0<t, <t et 2>14+t>>0

b) Pour tout n € N*, posons t, = 1 — L.

n
On obtient par la question précédente :

1 1 e !
a,2" > —(1—=)" ~ —
n n’ nooo n
car (1 — )" = enn(l=3) = ¢=1o() 5 =1 £ (. (en utilisant la continuité de la fonction
n—o0
exponentielle)

o1
Ainsi ~ = O(a,2").

Donc la série a termes positifs >
la série harmonique converge.

¢) Comme ) a,2" diverge, R, < 2. En utilisant le résultat de la question 1,

n>0

ns1 @n2" diverge, car si elle convergeait , on en déduirait que

Soit x €] — 2,2].
a) On pose pour n €N, g, : t — (

xt
1+¢2

)n. On a alors

S(z) = Z/o gn(t)dt

1



4. a)

Pour tout ¢ € [0,1], la série numérique Y g,(t) est géométrique et le module de sa raison est

xt |g;| . . ;. . .
e | <5 < 1. Ainsi la série de fonctions Y om0 9n converge simplement sur [0, 1] et sa somme
. 1 1442
est g:t— T = Tt
14¢

De plus les g, et g sont continues sur [0, 1].

n n
Enfin, la série numérique > fol lgn(t)|dt a pour terme général fol (K';) dt < (m) , donc
converge.

Par le théoreme de Lebesgue d’intégration terme a terme,

1 1 1+t2 1 t
(z) /Og() /0 14+t2—uat +x/0 1—at+¢t2

Dans l'intégrale précédente, le dénominateur est un trinéme en ¢ du second degré de discrimi-
nant 22 — 4 < 0, donc est strictement positif (car du signe de 1).

1 x
/1;& _ /1Mdt
o 1 —at+t2 o t2—at+1
1 z !
= —[In(t? —zt+ 1) +—/
2[ ( )]t—o 2 0 (t—

_ 2t — &
= 1n(2 x) + d 2 [arctan g}
t=0

2 24 — a2

1n(2—:11:)jL T < . 2—x . —x )
= arctan ———— — arctan ———
2 V4 — x? 4

_ -2 * rc an\/2_—x—arc an 7
B 2 +\/(2—a:)(2+:1:) (at 24 x t \/(2—;15)(2—1-30

Ainsi

In(2 — x) x

S(z)=1+=x + arctan 2_gc—arctan 7
> T Je-0eto) 2+ NEEDIPEEy

i) Montrons que |f,(xz)] — 0. Par encadrement, il suffit de prouver que 2"a,, — 0.

n—o0 n—00

2t
1412

La suite de fonctions (hn = ( )n> converge simplement vers la fonction nulle sur

[0, 1] car pour tout ¢ € [0, 1] on a
2t

1+¢2 <1

<

car 1+t —2t=(t —1)* > 0.

De plus, pour tout ¢t € [0, 1] et tout n € N, |k, ()| = h,(t) < 1" = 1.

Enfin, les fonctions h,,, la fonction nulle et la fonction ¢ : ¢ — 1 sont continues sur [0, 1] et
¢ est intégrable sur [0, 1].

Par le théoreme de convergence dominée, on a donc

4, 2" = / ho(t)dt — 0.dt =0
0.1]
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b)

ii) Pour tout naturel n, on a

= [ (Y ae [ (E0) =t

(=)t 2t
142 <

par croissance de l'intégrale et car pour tout ¢ € [0,1] on a 0 <
question 1).
iii) Soit z € [—2,0].
La série Zn>0 a,x™ est alternée car les a,, sont positifs.
Ainsi, en utilisant les résultats des deux questions précédentes, la série 2@0 a,x™ vérifie

les hypotheses du théoreme des séries alternées pour tout x € [—2,0]. Donc S est définie
sur [—2,0].

o
Notant R, : z — >, agx, en utilisant la majoration du reste d’une sérier convergeant part
k=n+1
le théoreme des séries alternées :

Vo € [-2,0) Vn € N |R,(7)] < |anp12"M = ap|2|"! < apy 2"t
Ainsi
Vn € N ||Rn||oo,[f2,0] < an+12”+1

Or (cf question 4.a.i), a,+12""™ — 0 donc par encadrement,
n—oo

HRn’ |oo,[—2,0] njoo 0

ce qui prouve la convergence uniforme sur [—2,0] de la série de fonctions » (x +— a,z™). Les

termes de cette série étant de plus continus sur [—2,0], | .S est continue sur [—2,0] |.

Par la question précédente,

S(=2)= lim S(x)

z—(—2)*

Or pour z €] — 2,2[, en utilisant la relation donnée par I’énoncé,

(2 — 2) . NP >>>

2
Sx)y=1+z + — arctan e + arctan
2 \/(2—x)(2+x) 2—ux -

—x —x 2—x —x

S(r) =1+ (1“(22‘ ) 4 (2”“”_ . <—\/ — v (2_; i oﬁ<2>+<1>)>

- 1-2(%0- 1) -z

N.B. Les 5/2 pouvaient aussi utiliser le théoreme sur les limites d’intégrales a parametre (en
vérifiant ses hypotheses) pour passer a la limite dans 'expression intégrale de S(x) établie en
3)a), puis calculer I'intégrale correspondante.

2 2 — 2 2 2 — 2
— arctan 5 T +arctan \/( x)( + x) = —\/ e + \/( x)( i I) +T0g5(—2)+ (\/ 2+ JJ)
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Probleme

Partie | : Préliminaires

1. Notons que Z n’est pas vide car, par exemple, fy € Z. Soit f € & donnée par une série entiere
de rayon de convergence R > «. On sait que f est de classe €*° sur | — R, R[ donc sur [—a, a].
Soit f1, fo dans 2 données par des séries entieres de rayon de convergence R; et Ry respectivement.
On sait que pour A, A dans C, la fonction Ay f; + Ao fo est définie par un série entiere de rayon
de convergence R > min (R, Ry) > «. La fonction Ay fi + A2 fo appartient donc a 2.

Notons que & n’est pas vide car, par exemple, fo € . Les éléments de & sont des éléments de

d
2, en effet pour f:xz+— > a,2™, en posant pour tout entier n > d, a,, = 0, la fonction f est de
n=0

oo

la forme z +— > a,z". De plus le rayon de convergence de la série entiere »  a,x™ est égal a +00;
n=0 n>

il est donc supérieur a a.

Soit f1, fo deux fonctions polynomiales et A;, Ay deux scalaires. La fonction Ay f; + Ag f2 est encore

polynomiale donc & est un sous-espace vectoriel de Z.

2 w/2
2. Soitn € N.Soitx € I :u(f,)(z) = —/ " sin" (t)dt =
0

™

2W, . 2W,
W x". Cela signifie que | u(f,) = W Il
T

™

De méme, v(fy)(z) =1 et pour n > 1

w/2
w(fn)(x) = fn(0) + x/o na" tsin" " (t)dt = nW,,_ 2"

Cela signifie que |v(f,) = { Jo sin=0

nW,_1f, sinon

N
3. Soit fe P Nexiste NeNet (Ag,...,\y) € CVtels f= > A\ fa.
n=0

D’apres la question ci-dessus,

221, Y
W)= =P et o(f)=dofo+ Y nWaidnfu € P
n=0 n=1

Cela implique que ’ P est stable par u et v ‘

4. Soit f € 9.
a) Soit x € I,

/2 S
u(f)(z) = %/0 (Z apx" sin” t) dt

Posons, pour tout entier n, g : t — a,2"sin"t définie sur [0, F]. Appliquons le théoréme
d’interversion série-intégrale version convergence uniforme des séries de fonctions (on peut
aussi appliquer le théoréeme de Lebesgue).

— Les fonctions g, sont continues sur [0, 7].

— Pour tout entier n, la fonction ¢ — |g,(t)| = |a,2™|sin™ ¢ est croissante sur [0, 7] d’olt
l|gnlleo = |anz™|. Or la série > |a,a™| converge car z < o < R. La série de fonctions ) g,
n>0 n>=0

converge donc normalement donc uniformément sur [0, 7.



o0

2 /2 0 2
On en déduit que u(f)(z) = = Z (/ sin” tdt) a,z" = Z bpx™ o | by, = W
0 n=0

m v
n=0

Pour z € I, la fonction est de classe € (car de classe € d’aprés 1.) sur I donc sur [—|x], |x]].

Comme t + xsint est continue de [0, 7] et a valeurs dans [—|z|, [z]}, t = f(xsint) et t >
f'(xsint) sont des fonctions continues sur [0, 5]. On en déduit que u(f) est définie sur I.

Le calcul ci-dessus peut aussi s’écrire pour z €| — R, R[. La série entiére »_ b,2" a donc un
n>0

rayon de convergence au moins égal a R et donc il est strictement supérieur a a. On a donc

u(f) € 2.

On proceéde de méme pour v(f). On pose cette fois, pour n > 1, hy, : t = na,z"sin" ¢, on a

alors ||h,|| = n|a,z"| et pour tout x < R la série ) nla,x™| converge car la série > na,z" a
n>=0 n>0
aussi R pour rayon de convergence. On en déduit que pour = € [

w/2 o0 o0 /2 )
v(f)(x) =ap+ / (Z na,x" sin® ! t> dt = ag + Z n (/ sin” ! tdt) apx" = Z cnx”
0 n=1 n=1 0 n=0

. aop sin=20
ol ¢, = .
" nW,_1a, sinon.

Comme ci-dessus, v(f) € 2.

5. Le fait que u et v soient linéaires découle de la linéarité de I'intégrale et de la dérivation.

6. Soit n € N, on procede a une intégration par parties :

w/2 w/2
Whio = / sint x sin"*! tdt = [— cost x sin"*' ¢] 3/2 —(n+ 1)/ cos®t x sin"™ tdt.
0 0

Le crochet étant nul,

w/2
Wiio = (n+ 1)/ (sin®¢ — 1) x sin™ tdt = (n + 1)(Wiio — Wi).
0

Finalement ‘ (n+ D)W, =(n+2)W,49 ‘

Si on pose alors pour tout entier n, w, = (n + 1)W, W,,41, en utilisant ce qui précede,

Wy = (TL + 1)Wan+1 = (n + 2)Wn+2Wn+1 = Wnp+2-

La suite (w,) est constante. De ce fait, pour tout entier n,

On en déduit que pour tout n € N : | W, W, 1 =

/2 w/2 T
wy, = Wy x Wy = / sin® tdt | x / sinttdt | = 3
0 0

2(n+1)

Soit n € N,

Or t +— sin"t x (1 — sint) est une fonction négative sur [0

w/2
Wi — W, = / sin” ¢ x (1 — sint)dt
0

s

, 5] sui n'est pas identiquement nulle.

Comme elle est de plus continue, W, .1 — W,, > 0 ce qui implique que (W,,),en est strictement
décroissante.



En remarquant que W,, ne s’annule pas, la stricte décroissance permet d’écrire que pour n > 0,
:%> Wi N Whio :n+1
Wi, W, W, n -+ 2

1
En faisant tendre n vers 400, le terme de droite tend vers 1. De ce fait, WV;“ tend vers 1 par

encadrement ce qui signfie que W1 ~ W,,. En utilisant alors la formule démontrée 2 la question
5.

™

2 _
W~ WalWoi = 2(n+1)

Cela implique |W,, ~ | /ﬁ ~ o |

En particulier la suite (W,,) tend vers 0.

Partie Il : Les fonctions u et v sont-elles lipschitzienne ?

8. Soit f € Z. Pour tout = € I,

2 w/2 2 w/2 2 /2
u(N@I == [ sesina <= [l = [T fllat < 1511

Cela implique que ||u(f)||oo < ||f]|oo €t donc que u est lipschitzienne de (2, ||.||o) dans lui-méme.

9. On a vu que pour tout entier n non nul, v(f,) = nW,_1f,. Cela implique que |[v(fy)|lc =
nWi1|| falloo- Or
G nm
n—1 "~ — 1 _ ~ _
MWt~ (n =1, [50=75 ~ ) 3
v ()]0

Cela implique que le rapport tend vers +o0.

||l

La fonction v |n’est pas lipschitzienne de (2, ||.||) dans lui-méme |

10. a) Vérifions les axiomes classiques
- N est positive (N(f) > 0 comme somme de quantités positives).
- N vérifie 'axiome de séparation (si N(f) = 0 alors ||f||oc = 0 et donc f = 0 car ||.||o est
une norme).
- N est homogene car ||.||« 'est et car la dérivation est linéaire.
- N vérifie 'inégalité triangulaire car c’est le cas pour ||.||« et car la dérivation est linéaire.

b) Soit f € 2. Soit x € I,

/2 w/2 /2
|v(f)(w)|=‘f(0)+w / f(asint)dt| < |F(0)|+a / ' (esin)| dt < ||f]soto / 1 |oedt

On en déduit que o
(@) <1 Flloe + 11/ lloo < KN(f)

ot | K = max (1, %F).

Cela montre que | v est lipschitzienne de (2, N) dans (2, ||.||) |

c) Siles normes N et ||.||o était équivalente, le fait que v de (2, N) dans (2, ||.||~) soit lipschit-
zienne serait équivalent au fait que v de (2, ]].||) dans (2, ||.||) le soit. Ce n’est pas le cas
donc N et ||.||o ne sont pas équivalentes sur 2.

Les normes N et ||.||oo sont-elles équivalentes ?



11.

12.

13.

14.

Partie 11l : Etude de la bijectivité de v et v

En utilisant les formules démontrées a la question 2, on obtient

a(wlfo)) = ulfo) = ZWofo = fo et v(fo) =vlfo) =

car Wy = 7.
De méme, sin > 1,

w(o(f)) = u(nWy_rf) = 2V 0o o p

70
en utilisant le résultat de la question 5. On trouve aussi de la méme facon,

v(u(f) =v (QWn fn) oW, W,

™ ™

Soit f € 2. Notons > a,x™ la série entiere (de rayon de convergence R > «) qui définie f. En

n>0
2a, W,
reprenant les calculs de la question 4, u(f) est définie par la série entiere > b,2" ot b, = ———
n=0

ag sin=0
nW,_1a, sinon.

et v(f) est définie par la série entiere » . ¢,x" ou ¢, = {
n>0

Pour calculer la série entiere qui défini u(v(f)) on est donc ramené aux mémes calculs qu’a la
question précédente d’ou |u(v(f)) = f.
De méme, |v(u(f)) = f.

On a donc montré que uov = idy et vou = idy ce qui signifie que u et v sont bijectives et inverses
I'une de l'autre.

Soit o < 1.
a) Pourtout z € R, arctan’(z) = 2 D’apres le cours, la fonction x T est développable
x x
en série entiere sur | — 1, 1[. Comme a < 1, arctan’ € 2.

Soit x € I,
2 (™t
u(g)(xr) = — —_—
(9)(x) 77/0 1+ 22sin®¢
On pose z = tant <= t = arctan z oll z — arctant est une bijection de classe ¢! strictement
croissante de [0, +oof sur [0, 7.
1 22

On remarque que sin’t =1 —cos? =1 — = d’ou
aued 1+22 1422

(0)(@) 2/+°° dz 2/+°° dz

u(g)(z) == S = —

1+ (11 22)22

T (1+z2)(1+1$+zz) o iR
z

On pose alors le changement de variables affine # = v/1 + 22z et on obtient
de 1

2 +00
u(g)(a) = ——— sz/o e~

b) Soit f€ P et x el

/2 -
v(f)(@) = f(0) + x/o fxsint)dt = f(0) + Szu(f)(z).

7



15.
16.

17.

18.

c) D’apres le cours, la fonction x +— = (14 2°)~'/% est développable en série entiére sur

| —1,1[ donc h € Z car a < 1.

En appliquant le résultat de la question précédente, et le fait que comme u(g) = h alors
v(h) = g, pour tout x € I,

14 22

—2x

On obtient donc |u(h')(z) = m
T

Partie IV : Etude des valeurs propres de u et v

Comme u et v sont bijectives, 0 n’est valeur propre ni de u ni de v.

Soit A € C*. On suppose que A est une valeur propre de v et on note f € %, un vecteur propre
non nul associé. Alors v(f) = \f et donc u(v(f)) = Au(f). En utilisant u o v = idy et en divisant
par A (non nul d’apres la question précédente) on obtient que u(f) = % f. Cela implique que i est
une valeur propre de u.

En utilisant cette fois que v o u = idy on obtient de méme que si % est une valeur propre de u
alors A\ est une valeur propre de v.

On en déduit que A est une valeur propre de v si et seulement si % est une valeur propre de u. De
plus dans ce cas, F)(v) = Ey (u) ou E)(v) et Ey (u) désignent les espaces propres de v (resp. de
u) associés a la valeur propre A (resp. 1).

Soit A € C une valeur propre de u et f € & un vecteur propre (donc non nul) associé. Notons
> anx™ la série entiere définissant f. On a vu a la question 4 que u(f) était la somme de la série

n>0
2a, W,
entiere > b,z" oll, pour tout entier n, b, = ——
n>0 m
on déduit de la relation u(f) = Af que pour tout entier n,

. Par unicité du développement en série entiere,

2a, W,
= Ay,
T
2W, 2W, .
En particulier, s’il existe n, m distincts tels que a, # 0 et a,, # 0, A = et A = ce qui
0

est absurde car (W,,) étant strictement décroissante W,, # W,,.
Cela signifie que f est nécessairement une fonction de la forme f,, ou n € N.

2W,
Finalement, ’ensemble des valeurs propres de u est I’ensemble { , n €& N}.
s

2W,

, Ex(u) = Vect(fy).

En utilisant la question 15, on obtient que l’ensemble des valeurs propres de v est ’ensemble
{ZWWH , n e N} et que si A = JWn’ Ey\(v) = Vect(f,).

L’espace vectoriel 2 n’admet pas une base de vecteurs propres de u. En effet la famille des vecteurs
propres de u est la familles des fonctions f,, et Vect(fy, f1, f2,...) = & et P est strictement inclus
dans 2. En effet, la restriction de z +— exp(x) a I appartient & Z et pas a &. Il en est de méme
pour v.

De plus, pour A =



