MP2 Equivalents et développements limités 2021 - 2022

1. Equivalents

Soit (uy) et (v,) deux suites. On suppose qu’elles ne s’annulent pas a partir d’un certain rang.

u
1. On dit que (u,) et (v,) sont équivalentes et on note (u,) ~ (v,) si — — 1.
On

2. On dit que (uy,) est négligeable devant (v,) et on note (u,) = o(v,) si LN 0.

3. On dit que (uy,) est dominée par (v,) et on note (u,) = O(vy) si (@) est bornée.

n

Proposition (Propriétés de la relation d'équivalence)

1. La relation d’équivalence est une relation d’équivalence : symétrie, réflexivité, transitivité
2. Siu, ~ vy, les suites (uy,) et (v,) sont de méme signe a partir d’'un certain rang.

. Un  Un
3. Siu, ~ v, etu;, ~ v, alors u,u;, ~ vy, et —

’
n
4. Siu, ~ v, et a est un réel fixé alors uj ~ v

5. Sio, = o(uy,) alors u, + v, ~ u,

— ATTENTION |

— Onne peut pas ajouter des équivalents sans réflechir ! Par exemple n®+n ~ n* et —n®+1 ~ —n?
maisn+1=(n®+n)+(-n>+1) » 0

— On ne peut pas composer (a gauche) des équivalents. Par exemple n? ~ n?+n mais f(n?+n)
n’est pas nécessairement équivalent a f(n?) par exemple si f : x > e*.

2. Equivalents et somme
On peut gérer les sommes d’équivalents en faisant attention
— Un terme est négligeable devant lautre :

On cherche un équivalent a sin(1/n) + cos(1/n) — 1.
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— Les deux termes sont du « méme ordre » mais ne se compensent pas :

sin(1/n)
n

On cherche un équivalent a +cos(1/n) — 1.

— Les deux termes sont du « méme ordre » et se compensent :

sin(1/n
On cherche un équivalent a ;—/) +cos(1/n) — 1.
n

3. Développements limités

Soit I un intervalle et a un point intérieur a I. Soit n € N et f une fonction définie sur I. On dit que f
admet un développement limité a ordre n en a s’il existe (ag, ay, - . ., ap) € R™1 tel que

Vx e, f(x) :a0+a1.(x—a)+-~+an.(x—a)”+xga((x—a)”).

En particulier poura = 0, f admet un développement limité a 'ordren en 0 s’il existe (ay, ay, . . ., a,) €
R™1 tel que
Vxel, f(x)=ap+ar.x+- - +a,x"+ oo(x”).
X—
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Proposition (Développements limités usuels en 0)

— La fonction x > e* est de classe €™ sur R. Elle admet des développement a tout ordre en 0

et, pour toutn € N :

2 n
x x
Vx € R, ex:1+x+§+---+—'+o(x").
! n!

— Les fonctions x — chx et x — shx sont de classe € sur R. Elles admettent des dévelop-

pements a tout ordre en 0 et, pour toutn € N :

xz x2n
VXER, Chx:1+—+...+_+0(x2n+l).
2! 2n!
3 2n+1
X X
VxeR, shx=x+—+---+ +0(x2n+2)'
3! (2n+1)!

— Les fonctions x - cosx et x > sinx sont de classe €™ sur R. Elles admettent des dévelop-

pements a tout ordre en 0 et, pour tout n € N :

x2 xZTl

Vx €R, cosx=1——+---+(=1)"— + O(x2n+1).
2! 2n!

3 2n+1

X
Vx €R, sinx=x——+---+(-1)" +O(x2n+2),
2 (2n+1)!

— La fonction x — In(1 + x) est de classe € sur | — 1, +oo[. Elle admet des développements

a tout ordre en 0 et, pour toutn € N :

x* x"
Vx > -1, In(1+x) =x— St (=)™ + o(x™).
n

— Soit @ € R, la fonction x +— (1 + x)* est de classe ¥ sur | — 1, +oo[. Elle admet des

développements a tout ordre en 0 et, pour tout n € N :

a(a—l)xz+”'+a(a—l)~--(0{—n+1)x”

o o +o(x").

Vx> -1, (1+x)*=1+ax+

En particulier, Vx > —1,

1
Tox = 1-x+x°+- + (=1)"x" + o(x")
x
2
X x
1+x = 1+E—§+o(x2)
1 x  3x?
(Q+x)V2=—— = 1-Z+=—+0(x?)
1+x 2 8

— Les développements limités de arctan, arccos et arcsin en 0 s’obtiennent par intégration du

développement de leur dérivée.

3/4



MP2 Equivalents et développements limités 2021 - 2022

3. Exercices équivalents
Déterminer des équivalents simples des termes suivants quand n tend vers +co

3'; + 1n2(nn) 5. cos(1/n) — "1 9. In(cos(1/n?))
+ n 52
‘ 1 6. exp(n+ n?) 10. Vn*+3n-1
2. nsin 1
nlnn ; n! + ncos(n) 11, —— 1
3. Vn2—n+1-n " n+nlnn 1-sin(1/n)
2 2 2 n
n“+1 n‘m+1 n“+n+1
4. In 8. tan 12. | ——
nZ -1 n n—-—n+1

4. Exercices développements limités
Déterminer le développement limité de la fonction donnée en a et a I'ordre n

1. sinx+xcosx;a=0;n=3 8. cos(x);a=n/3;n=3
2. ¢In(1+x);a=0;n=

¢’nl+x);a=0;n=3 9. In(In(x)); a=e; n=3
3. Vi+x2+cos?x;a=0;n=4
4. In(1+sinx); a=0;n=3 10. arctanx+ ——;a=0;n=3

Ccos X +X

5.—.;6120;1’123 )

L+sinx 11. (cosx)s™*; a=0;n=3
6. Vl+e*;a=0;n=3

L 12 /X dt 0 5
7. —— ;a=0;n=3 . —;a=0;n=

x sinx o 1+t
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CORRIGE
3. Exercices équivalents
3n+1In(n) 3n n+1 1 1
g " 5. cos(1/n) — ~ 9. In(cos(1/n?)) ~ o
2 nsin LI 6. exp(n+n?) ~ exp(n + n?) 10. Vnt +3n—1 ~ n*/3
ninn Inn
1 n!'+ncos(n) (n-1)! 1 1 11
3. Vnz_n+1_n"’_5 n+n1nn ~ lnn ' 1_Sln(1/n) n
n+1 2 n’r+1 1 n+n+1\" 9
4. In ~— 8. tan ~— 12. [———| ~e
n?—1 n? n n n-n+1

4. Exercices développements limités

. 2
1. sinx + xcosx = x — §x3 +o0(x%)

10.

11.

12.

1 1
.efln(1+x) =x+ Exz + §x3 +o(x%)

1 1
. V1+x2+cos’x=2- Ex2+§x4+o(x4)

1

1
. In(1+sinx) =x - Exz —~ gx3 +o(x?)

COS X 1 1
———— =1-x+-x*—=x>+o0o(x%)
1+sinx 2 3
1 3
Vitex =2+ —x+ x2+ ———x> +o(x?).
22 162 10242
1 1 7
————=——x— —x>+0(x%
X sinx 6 360
V3 1 V3
cos(x)=~——(x-Z)—-(x- %)+ —
()= - S - -5

In(In(x)) = %(x —e)— elz(x —e)? + é(x —e)’+o((x—e)?)

arctan x +

1+x2

1
:1+x—x2—§x3+o(x3)

. 1
(cosx)s™* =1 — 5x3 +o(x?®)

J

Todt
1+t

2

1 1
x—=x*+ §x3 +o(x?).

(x = 5)° +o((x = 5.
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