MP1 / MP2 Devoir libre 1 2021 - 2022

Dans tout cet exercice, on considére les suites (Hy)n>1 et (un)n>1 définies pour tout entier naturel n non
nul par :

1)

4)

5)

n
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H”:Z% et u, = H, —Inn
k=1

Etablir pour tout entier naturel k£ non nul, ’encadrement suivant :

1 /kJrldt
— < — <
R A

a) En utilisant le résultat de la question 1, montrer que pour tout entier naturel n non nul, I’enca-
drement suivant :

S

1
In(n)+—- < H, < In(n)+1
n
b) En déduire un équivalent simple de H,, quand n tend vers +oc.

a) En utilisant & nouveau I'encadrement obtenu & la question 1, montrer que la suite (uy),>1 est
décroissante.

b) Montrer que cette suite est convergente ; on note v sa limite. Montrer que 7 appartient a [0, 1].

Soit f : RY — R une fonction de classe €. On pose pour tout naturel k¥ non nul :

L 1\
Jk:2/k (t—k—2> f(t)dt

a) Etablir pour tout entier naturel k£ non nul, ’égalité suivante :

/ gl k+1
PRRAD f(k)_f(k+1;+f(k)+/k Ft

b) En déduire pour tout entier naturel n non nul, la relation suivante :

n—1 / _ ! n - "
ZJk:f(n)Sf(1)+f(1)‘f2‘f( )_Zf(kH/l f(#)dt
k=1

On suppose dans cette question que la fonction f est définie sur R par : f(z) = .

1

a) Etablir pour tout entier naturel £ non nul, la double inégalité suivante : —L < Jp < TR

2k+1)3 X
b) En déduire que la série de terme général Jj, est convergente.

¢) Soit n un entier supérieur a 1; en utilisant la technique de comparaison a une intégrale, donner

+oo N
1
un encadrement de R,,—1 = Z E on commencera par encadrer Z 3 pour N > n.
k=n k=n
+oo
d) En déduire (pour n > 1) un encadrement de Z Jk.
k=n
= 1
e) En déduire finalement que : Jp ~ —=.
) DR S Ve

k=n
f) A T'aide de tout ce qui précede, montrer qu’il existe une constante g telle que :
H, =In(n)+ g+ ﬁ - ﬁ +o (#) Justifier que 3 = 7.



