MP1 / MP2 Devoir libre 1 2021 - 2021

Exercice 1 : Transformation d’Abel

1) a)

Soit n un entier naturel. Pour tout entier naturel k, by = By, — Bi_1. On en déduit que :

n n
Z agby = Z ap(By — Bi-1)
k=0 k=0
n n
= ZakBk - ZakBk—l
k=0 k=1
n n—1
= Z ap By — Z ag+1By
k=0 k=0

n—1

= apB,+ Z(ak — ag+1) B
k=0

Remarque : Il y a un analogie avec 'intégration par parties, le passage aux sommes partielles étant
analogue a une primitivation, et les taux d’accroissement ag+1 — ax = C(”];jrll) % étant analogues a
des dérivées.

On suppose que (B,,) est bornée et que (a,) est décroissante. Pour tout entier naturel k,

[(ax — ag41)Br| < |ax — ap1|M = (ar, — apy1) M

ou M est un majorant de (|B,|). Notons que le fait que (a,,) décroit permet d’enlever les valeurs
absolues autour de (ax — ax+1).
La suite (a,) décroit vers 0, c’est donc une suite de réels positifs. De ce fait, pour tout entier

naturel n,
n

n
> lak — ap1)Bel <D (ar — ax1)M = M(ag — any1) < Mag
k=0 k=0
La série Y |(ax — ax+1)Bx| est donc une série positive dont les sommes partielles sont majorées.
k=0
C’est une série convergente.

Cela prouve de que la série Y (ax — ap+1)Bj est absolument convergente donc convergente.
k>0

De plus, la suite (a,B;,) converge (vers 0) car (a,) tend vers 0 et que (B,,) est bornée. On obtient

finalement que la suite des sommes partielles de la série ) apby converge ce qui prouve que la
k>0
série est convergente.

Remarque : la série Y agby n’est pas & priori absolument convergente.
k>0

Pour tout entier naturel n,

n n . o 1 — eilntl)
_ . _ iky _ ik | _
Bn—kzosm(k:)—kzolm(e ) =1Im (Ze ) =1Im (1—61' )

k=0

Or pour tout complexe z, |Im(z)| < |z| (pour tous réels z,y on a |y| = /y? < Va2 + y?).

Donc
1 — etlnt 1)

1—¢t

_ |1_6i(n+1)| _ |1\—i—|ei("+1)\|

B,| < : < :
| Bnl |1 — ¢ |1 — et

=M

2

avec M = o]

(qui vaut aussi —)
sin b



Remarque : on peut aussi calculer explicitement B,, en utilisant que

1 — eintl) — —einTH X 2¢sin (T)

. i 1
1—e¢ = —e2 x 2isin | =
e e ZSII’I(Q)

et que

sin k
b) P by, = sink = A et up = apby. La séri — d’apres 1 ti
) Posons by = sink, ay mry e uk = arby. La série k§0 ) converge d’apres la question
L.b.
Exercice 2 :
1) Soit n > 2, S,,—1 = Sy — uyp. On en déduit que
Sn—1 _ Sn — Un :17@
Shn Shn S
Comme ) u,, est une série a termes positifs divergente, (Sy) = +o0. De plus (u,) est bornée (car
n—-+0o0
positive et majorée) donc U, .
Sn n—-4o0o
Donc g
S P (a3 RO P e ~ Un
( Sh ) < Sp ) n—=too 5,
Sn—l
2) On pose pour n > 2, v, = —In < = In(S,) —In(S,—1). Comme S, tend vers +o0, In(S,) tend
n

aussi vers +oo et donc, la série Y v, diverge puisque la série > v, a la méme nature que la suite
(In(Sy)). De plus, la suite u,, étant & termes positifs, la suite (S,,) est croissante et donc la suite (vy,)
est a termes positifs.

On peut appliquer la sommation des équivalents pour obtenir que

i Uk = _
é S o gln@) — In(Sk-1) = In(Sy) — In(Sh)-

Finalement on a bien Z LU In(Sy,)




