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Probléme 1 : Séries

1) a)

Pour tout naturel n non nul,

2n+2 2n

So(nt1) — Son = Z (1) 'ay, — Z(‘l)kilak

k=1

k=1

= Qopt1 — A2pq2 = 0

et pour tout naturel n,

So(nt1)41 = Sont1 = —Uopi2 + A2ny3 <0

Ainsi |la suite (S3;,),>1 croit et la suite (Sap41)ns0 décroit.

De plus Sopq1 — Son = agni1 — 0.
n—o0

Donc les suites (So,)n>1 €t (Son41)n>1 sont .

Donc elles convergent vers un méme limite /.

Par théoreme, (S,,) converge vers [ donc
est £.

Soit n € N*.

la série 3 _(—1)""a, converge

Son < €< Sopa

donc

’0<£—52n<6l2n+1

donc

|Son — €] = € — Sa,, < 241

et pour tout n € N,

Sonta <K Soptq

donc

’ —Qon42 <

{— Sony1 <0

donc

|82n+1 - €| =

Sont1 — < agnt2

Ainsi pour tout naturel non nul n, pair ou impair,

’Sn - g‘ < Gpg1

et sa somme

Une somme de termes consécutifs d'une suite géométrique de raison (ici —t) différente de

1 est égale a

1 —raison

nombre de termes

(1" terme) x

Donc

> (—1)F = Ti(_t)k B G A O o G D

1 — raison

1— (—t) 1+t




b) Soit z €] —1,1].

Par linéarité de I'intégrale,
n—1 T T 1 T m
E:/X—UHWh:/ ——drH}U“4/-——dt

k=0

et ainsi

n—1 kl'k+1 T n
1 _1)n dt = In(1
;( Vet /0 1+1 n(l+z)

donc par changement d’indice k =p —1, p =k + 1,

n

1n(1+x):Z(—1)p—1x—p+(—1)”/ox L

o D 1+t

Remarque : cette relation aurait également pu étre démontrée en utilisant la formule de

Taylor aver reste intégrale.

3) a) Pour z € [0,1]
o [ = [
o T4t o 1+t

T xn—i—l
< / t"dt = — 0
0 n -+ 1| n—oo

n

dt — 0.

T n 0(_\n
‘(—1)”/ ! dt‘ _ / (0"

o 1+t . 1+t
1 0

—t)"dt
1+x/x( )

B (—z)"t1
T

Par limite par encadrement, (—1)" /
0
Pour x €] — 1, 0]

n

dt — 0.

Par limite par encadrement, (—1)" /
0

Dans les deux cas,

n

P
Z(—l)p_lx— — In(1+2z)—-0=In(l+2)
o p n—oo

(-

~—1" converge et sa somme est In(1+ ) |.

donc |la série > -,




b) Appliquant le résultat précédent a on obtient

ln2:§:$

n=1

Appliquant le résultat précédent a |z = —3 on obtient
I (=)t 1\"
In—- = — | —=
"9 ; n ( 2)
=1 /1\"
—In2=-— —| =
=2 (0)
= 1
In2 = —
— n2n

4) La suite (1/n) est réelle positive de limite nulle.

Par la question liminaire, pour tout n > 1,

"L (—1)k? 1
SV el c
— k n+1
Pour | N =107 — 1|,
-1 k—1
Z%—lm <1077
k=1

5) a) Soit n € N*.

R, existe car la série > _, L

converge d’apres la question 3)b).

n=1 n2n
Pour tout entier k£ > 2, 0 < k—ék < 2%
Donc

1 1¢" terme (1/2)m+1 1
Z 2k 1—raison 1—(1/2) |2

b) Comme Ry = In2 — SN =5, pour avoir |[Ry —In2| < 107p il suffit d’avoir 2V > 107

In10
In2°

c’est-a-dire N > p

In 2
plus petite” que celle de la question précédente et nécessite donc “beaucoup moins” de

In 10
On peut donc prendre | N = [ - w . Lorsque p est “grand”, cette valeur de N est “bien

calculs.



Probléme 2 : Les polynémes de Tchebychev de seconde espéce

Dans ce probléeme, n est un entier naturel et E désigne 1’espace vectoriel réel R, [X].

+1

Pour (P, Q) € E?, on pose : (P|Q) = / PH)Q(t)V1 —t2dt.

1)

-1
(.].) est symétrique par commutativité de la multiplication dans R. Elle est bilinéaire par

bilinéarité de la multiplication dans R et par linéarité de 'intégrale. Elle est positive :
1

VPeE, (P|P)= / P(t)*V1 —t2dt > 0

-1

par posivité de l'intégrale et car V¢ € [—1,1] P(t)>y/1 — 2 > 0.

Montrons que (.|.) est définie. Soit P € E tel que (P|P) = 0. La fonction ¢ +— P(t)%y/1 — 2
est nulle sur [—1,1] car continue positive d’intégrale nulle sur 'intervalle non trivial [—1, 1].
On a donc Vt €] — 1,1, P(t) = 0 car (R, +,.) est un anneau intégre. P a donc une iinfinité

de racines donc est le polynéme nul.
Enfin E est un R-espace vectoriel de dimension finie.
Donc (.|.) munit £ d’une structure d’espace vectoriel euclidien.

+1
Pour p € N, on pose : [, = / tP/1 — t2dt.

-1

a) ‘Pour p impair, [, = 0‘ car la fonction f : t +— tP+/1 — t2dt est impaire donc par le chan-

gement de variable t = —u, dt = —du, on a :

b= [ i = [ = s-an =,

b) Par le changement de variable ¢t = sin 6, dt = cos#df, on a :

w/2
Iy = / | cos 6] cos 0db

—7/2

w/2
= 2 / cos® 6d6 par parité de I'intégrande
0

w/2
:/ (1 + cos 26)db
0
7w [sin20 /2
-2 2 |,

Par le méme changement de variable,

1B

/2
I, = / sin? 0| cos 0| cos Od0

—7/2

w/2
= 2 / sin? @ cos® §d6 par parité de I'intégrande
0

w/2
/ sin?(26)d6
0

/W/2(1 — cos(40))do

B~ N

[
Eal



¢) Commengons par orthogonaliser.
Posons Py = 1.
Cherchons a réel tel que P, = X — aF, soit orthogonal a F.

1
(Bo|Pr) = (Po|X) — al|Ry|? :/ tV1—12 —al|P||> = I — a||R||* = —al| ]|
1

Il suffit de prendre a = 0 c’est-a-dire P, = X.
Cherchons b et ¢ réels tels que P, = X? — bP; — cP, soit orthogonal & Py et & P;.

(Po|P2) = (Po| X?) = b(Po| Py) — || B> = I — ¢l

(Pi|Py) = (P1|X?) = b(Pi|Py) — c(P\|Py) = I3 — bl = bl

1l suffit donc de prendre b = 0 et ¢ = /Iy = 1/4 c’est-a-dire Py = X? — 1

Z .
I1 ne reste plus qu’a normaliser pour obtenir une base orthonormale (Qg, @1, Q2) de Ry[X],

en posant :
P 1 2
D -Ta1~ V% V=
T A
P
Qazﬁ
avec

IR = (Pa|X? = cPy)
= (R]X?) car P 1P

= 14—612
o
32
2 1
Qo =4/ =(X* = )
s 4

3) a) T est linéaire par linéarité de la dérivation et bilinéarité de la multiplication dans R[.X].
De plus, pour tout P € E, d°(P') <n—1et d°(P")<n—2donc T(P) € E.
Ainsi T est bien un endomorphisme de E.

b) Pour x € [—1, +1],

F'(z) = (1—2®2P"(z) + g(—zx)u —22)2P'(z) = | V1= 22T(P)(z)

¢) Soit (P,Q) € E*.



TPIQ) = | F@ed
= [F(x)Q(x)} 1_1 - / F(2)Q'(z)dz (F et Q étant de classe C')
= —/ P'(2)V1 — 22Q'(z)dx

Le calcul de (P|T(Q)) donne le méme résultat (invariant par la substitution P <> Q).
Donc | (T(P)|Q) = (P|T(Q))|.
a) Soit P =Y _ X" € E.

n

T(P) = (1—-X*)> k(k—DaxX*? = 3X ) kapX*!

k=2 k=1
= Z k(k —1)ay X"2 — Z k(k —1)ay X" -3 Z ka X*
n—2
= D (i +2)(i+ a2 X’ — Z k(k —1)ay X* — 32 ka, X"
=0 k=2 k=1
par le changement d’indice it =k — 2,k =1+ 2
n—2 n n
- (i+2)(i + a2 X' = > k(k = DapX* =3 kapX*
=0 = =
par ajout de termes nuls
= b X*

k

avec by = {(k +2)(k + Dakso — k(k +2)ax s Z i

0

—k(k + 2)ag si
bo ag
=M ou
b, G,
0 0 2 0 0
-3 0 6
-8 0 12
M =
0
0 —(n—2)n 0 (n—1)n
0 —(n—1)(n+1) 0
0 ... ... L 0 —n(n+2)

Cette matrice M est donc, par unicité de I'écriture analytique de T" dans la base canonique

de E, la matrice de T dans cette base.



b) M —\I, 1 est triangulaire supérieure donc son déterminant est le produit de ses coefficients

diagonaux :

det(M — Npy1) = ﬁ(—k(k +2) - /\>

k=0

Cette matrice n’est pas inversible si et seulement si son déterminant est nul, c’est-a-dire

Ne {—k(k+2), kelo,n]}]

¢) Soit k € [0,n], on pose Ay = —k(k + 2).

Comme la fonction k — k(k+2) est strictement croissante donc injective sur R, la matrice

M — A\ 1,11 a exactement un coefficient diagonal nul, celui de sa (k + 1)—eéme ligne.

Les n lignes restantes forment une matrice échelonnée a lignes toutes non nulles, donc de

rang n, elles sont donc linéairement indépendantes.

Ainsi le rang de M — A\ 1,11 est au moins n. N’étant pas inversible, son rang est au plus n.

Donc ’ son rang est n ‘ et, par théoreme du rang, son noyau a pour dimension n+1—n = 1.

Donc ’la dimension du noyau de T"— A\zidg est 1 ‘

d) Uy est non nul car Ug(1) # 0.
Notons Uy, = ag + ... +az X% avec d < n et aq # 0.
Le coefficient de X? dans T'(Uy) est —d(d + 2)aq d’une part, et, comme T(U;) = AUy, ce

coefficient est aussi égal a A\paq.

Comme a4 est non nul et comme k +— k(k + 2) est injective sur N, on a donc d = k.

Donc ’ Uy est de degré k ‘

e) Pour 4,5 € [0,n],

(MU U;) = Xi(Ui|U;) d'une part

(T(U)|U;) = { (U T(U;) = X\;(Us]U;) d’autre part

Sii# j, alors A\; # A; donce (U;|U;) = 0.

Ainsi (Uy, Uy, ..., U,) est une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls. Elle est donc

libre. Ayant n + 1 = dim(F) termes, c’est une ’base orthogonale de E ‘

5) Soit k € [0,n]. On considere I'équation différentielle (Ey) : 3" + (k + 1)%*y = 0.

a) Les solutions a valeurs réelles de (E})) sont les fonctions de la forme

x> asin((k+ 1)z) + beos((k + 1)x), (a,b) € R?

b) Pour tout 6 € R

f'(0) = —U](cos ) sin® § + Uy (cos §) cos 0



f"(0) = Ul(cosf)sin® — Uy (cos0)2sin @ cosd — Uj (cos f) sin 6 cos § — Uy(cos 0) sin 6
= <U,/C,(COS 0) sin® § — 3U] (cos 0) cos 6 — Uy(cos 9)) sin @
= (U,’g'(cos 0)(1 — cos®6) — 3U,(cos ) cos § — Uy (cos 9)) sin ¢
= T(Ug)(cos®)sinf
= A\.Uk(cos8)sin 6
= M.f(0)

donc | f est solution sur R de ’équation (Ey)|.

c¢) Ainsi f est de la forme
z + asin((k + 1)z) + beos((k 4+ 1)x), (a,b) € R?

De plus, f(0) = Ug(1)sin(0) = 0. Comme f(0) = b, on a donc b = 0 et ainsi
frx—asin(k+ 1)z

f(60) _ sin(k+1)0

Vo €10, 7], Urlcosd) = = = =a—

Comme Uy est polynomiale donc continue, et comme cos est continue,

Uk(1) = lim Ug(cos )

6—0+
i 1
S0 10
9—0+ sin 8

Or W 0—0+ W do W tend vers k + 1 lorsque 6 — 0%.

Ainsi k+1 = a(k + 1) donc [a = 1]
e) Pour tout 0 €]0, 7|,
Up(cosf) =1
sin 260

= 2cos0
smg "

Uy(cosf) =

sin 36

sin 6

Im((cosf + isin6)?)
sin 6

3cos?fsinf — sin®

Us(cosf) =

sin 0
= 3cos’f —sin’0

= 4cos’f—1
Les polyndmes Uy —1, U; —2X et Uy — (4X?—1) ont chacun une infinité de racines (car cos

prend une infinité de valeurs sur |0, 7[ puisqu’elle est injective car strictement décroissante

sur cet intervalle), donc ces trois polynomes sont nuls.



Ainsi

U=1 U =2X, Uy=4X*—-1

Les polynomes de la question 2)c) sont colinéaires a ces polynémes tous non nuls, donc

sont bien orthogonaux deux a deux.



