MP1 / MP2 DS 1 - Corrigé 2018 - 2019

Exercice |

Gnp,
n(n+1)
Comme la série de Riemann Z est convergente (car 2 > 1) et a termes positifs, la série Z
converge absolument, donc converge.

1) On a a, = O(1) donc u,, = = O(#)
n n+1)

2) a) Remarquons que XOXTD) X +1) @& pour décomposition en éléments simples % —
Soient p,q € N tels que 0 < p < gq.

1
X+1°

q 1 q 1 q 1 q 1 q+1 1
SEMEENS LU o S S NS o F U0
n=p n=p n=p n=p k=p+1
b) O i 'Zq: 1 _ ! ! 1-0=1.
) n a ainsi W—I mnjoo =

n=1

Donc la série Z converge et sa somme est 1.

n(n+1

3) Soit M un majorant de la suite (|ay,|).
Soit p € N*.
Pour tout entier ¢ tel que ¢ > p,

q
Z_: n+1

q

> o <

el = e = ()

Par passage a la limite (q — +00) dans les inégalités larges et continuité de la valeur absolue,
IR,| < M et ainsi |pR,| <

Donc la suite (pR,) est bornée.
4) a) Soit N >1

N kay,
Z<Zn+1)> - Rln+ 1)

k=1 n=~k

b) Soit N > 1

Par linéarité de la sommation des séries,

N +oo +oo N(N+1) an
> (e 3 i) = 5 St 5

k=1 n=N+1 n=N+1 k=1 n=N+1
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¢) Soit N > 1. En ajoutant membre & membre les deux égalités précédentes, on obtient :

N N —+o00
1 1 N(N +1)
B) YkRp=2Y ant+5 Y. ———a,
( ) k=1 ’ 2n:1a +2n:N+1 n<n+1)a

Or pour tout ¢ > N,

q q q q
N(N +1) N(N+1) N(N +1)
)y e NG D S b o se Bl Bl o yel IR DI L]
n=N+1 n(n + 1) n=N+1 TL(TL + 1) n=N+1 n(n + 1) n=N+1
car pour tout n > N, on a ZEZE—T)) < 1.
Donc par passage aux limites dans les inégalités larges quand ¢ — 400 et continuité de la valeur
absolue,
+oo +oo
N(N +1)
05| 2 S | < 2 la
n=N+1 n=N+1

Or la suite des restes de la série convergente » |a,| converge vers 0.
Par le théoreme d’encadrement,

X N(N+1)
Z n(n+1) 0

an
N—o0

n=N+1

donc N
o0
N(N +1
v NNED
ol n(n+1) N—oo

Passant a la limite quand N tend vers l'infini, dans 1’égalité (E),

N 1 +o0o
> kRy e §Zan+0
k=1 n=1

— 00

+o0
ce qui prouve que la série Y kRj converge et que sa somme est égale a 3 Z Q.

n=1
Exercice |l

Posons pour tout naturel n > 2,

Up =

1
avec vp ~ .

Comme Y 1 est une série divergente & termes positifs, > v, diverge.

-1)" £ - . - .
De plus ) ( \/ﬁ) converge par le théoreme des séries alternées car c’est une série alternée dont la valeur
absolue du terme général décroit et converge vers zéro.

Donc car sinon » v, convergerait (car Vn > 2 v, = (?/17% — Up).
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Probleme

Partie |

1) a) Pour t # 1, la formule de la somme des termes d’une suite géométrique nous donne

p+1
Ztk=1+t+--~+ﬂ’+t1’+1=1_tp+2: 1 e
k=0

1—¢t 1—t 1—¢t

tp+2

1
On obtient alors que : Vt#1 T—7= T4t+t2 ... +t2Hl 4 1—¢

Maintenant pour k > 2, la fonction ¢ —

deux termes. Maintenant,

1/k 1 1 1
/k

De méme,

1/k o+2 1/k 1/k 1/k 1k yp+2
/ 1+t+t2+...+tp+1+7dt = / ldtJr/ tdt+"'+/ tp+1dt+/
0 1—t 0 0 0 o 1

1 1 1 Uk p+2
= ++...++/ dt
k 0

2k2 (p+ 2)krt2 1—t
. 1y 1 1 1 Uk gp+2
On en déduit que : Vk>2 ln<1k>:k+2k2+...+ww+/o mdt
1
b) La fonction ¢ — T est croissante sur [0, 1], donc
1 1

1/k],0 < <
Ve /K0S T S oo
1 1

< =2.
"1-1/k S1-1/2

Maintenant, comme k > 2

1k yp+2 1/k 3 7 L/k 9
On en déduit que / dt < 2/ P24 =2 { ] =
0 1—-1¢ 0 p+3], (p + 3)krt3
1/k tp+2 a( )
Comme de plus / tdt est positive, elle s’écrit bien sous la forme = ou 0<a(k)<
0 _

L’égalité voulue est prouvée.

2) a) On sait que la série Z
k>2

kp+2

est continue sur [0,1/k]. On peut donc intégrer les

p+3

est une série de Riemann convergente car p +2 > 1. On en

déduit par comparaison pour les séries a termes positifs que la série E |zi| | est convergente.

k>2

Cela implique que la série g z | est absolument convergente donc convergente.
E>2

b) On se fixe n > 1.

1
La fonction t — Y est décroissante sur R’ . De ce fait pour tout entier k& > 2,

L < ’ 1 dt
kpt2 = ) et2 T
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En sommant pour k allant de n + 1 & m (ot m > n + 1) on obtient via la relation de Chasles,

ZE: 1 <:j/nl 1 g = | 1 nz__ 1 1 B 1 < 1
fpt2 =X . tp+2 - (p_|_ 1)tp+1 " - p+ 1 \ nptl mp+1 =X (p+1)np+1.

c) On se fixe n > 1.
Soit m =2 n+1,

m m m 1
D A< ) lalsM ) o
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Toutes les séries étant convergentes, en faisant tendre m vers +o0o on obtient

“+00 o0
1 M 1
Z 2| < M Z kp+2<p_|_1np+1'
k=n+1 k=n+1
Partie Il

3) Ezpression de In(n!) a l'aide d’une suite.

a) 1) Pour tout entier n > 2,

n n n k n n n
ZWZE}M—Z/ mm:m(ﬂa—/HMﬁﬁmm—/th
k=2 k=2 k=27 k—1 1 1

k=2

On obtient donc : Vn>2 In(n!) = > v +/ Int dt.
k=2 1

ii) On sait que la fonction ¢ +— Int¢ admet pour primitive ¢ — tInt —¢ (sinon faire une intégration
par parties). De ce fait

/ Intdt = [tInt —t]} =nlnn —n+ 1.
1

b) i) Soit k > 2,

1 1 1 1
/ (Ink —In(k — u))du = / In kdu — / In(k —u)du =Ink — / In(k — u)du
0 0 0 0

On procede alors au changement de variables t = k — u; dt = —du dans l'intégrale obtenue.

1 k-1 k
/ In(k — u)du = / Intdt = / In tdt
0 k k—1

Finalement, on a bien

k

1
/ (lnk—ln(k—u))du:lnk—/ Intdt = vy.
0 k—1

1
ii) Soit k > 2, on procede a une intégration par parties pour calculer / (Ink — In(k — u))du On
pose : 0
a(u) =Ink —In(k — u) o (u) =
1

Blu) =u— Bl =1
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c)

Les fonctions a et 8 sont de classe €.
On obtient donc

1
vy = /O(lnk—ln(k—u))du

du

1 U —
= [(Ink—In(k —u))(u—1/2)]5 — /O k _15
(Ink—In(k—1)) — /1 uk__lfd“

0

N

Soit n > 2. On utilise les résultats précédents :

In(n!) = > v+ / Intdt (3.a.i)
k=2 1

/1
= z (2 (Ink —In(k—1)) — wk) +nlnn—n+1 (3.a.i et 3.b.ii)
k=2

1 n
= nlon—n+ 3 Inn+1-— kZQ wy, (par téléscopage)

4) Etude de la suite (wi)gs2.

a)

On procede encore a une intégration par parties. On pose :

1 , 1
oz(u)—lf_u oz(u)—i(k_u)2
Blu)= S —u)  Flw)=u—1/2
Les fonctions a et B sont de classe €.
Cela donne :
1 2 1,2 1 2
u—1/2 u —u 1 ut —u 1 u—u
T k™ [2<k—u>h 2 G a ), e
Comme u — 1 est croissante sur [0, 1], pour tout u € [0, 1], 0 < L < ! En
(k =) r TS e T -7

voyant de plus que u — u? est positif sur [0, 1] on obtient que

0< 1/1 u — u? P 1 /1 2 1 w2 ud)! 1
<wp = — ——du < ——— u—uwdu=——--—=|———| = ——.
Ty (k—u)? 20k —1)2 J, 2k—12 2 3|, 12(k—1)

La série de terme général wy est a termes positifs. De plus on a que pour tout k > 2, wp <
1

12(k — 1)2

obtient que la série de terme général

N

Par comparaison avec une série de Riemann, on

' 1
. Maintenant, 12(k: _ 1)2 +r:o 12k2°
1

k12 converge, donc la série de terme général wy

converge aussi.

5) Evaluation asymptotique de In (n!).

Soit m > 1. On reprend la formule vue en 3.c) :

1 n
In(n!) :nlnn—n+§lnn+1 —kZ_ka.

—+o00 “+oo

n
1
Or, par définition, Z wy = Zwk — Z w =1— 3 In(27) — &,. On obtient alors que

k=2 k=2 k=n+1

1 1
In (n!) :nlnnfn+§lnn+ §ln(27r)+6n.
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1

6) Majoration du reste e,. On sait que pour tout k > 2, 0 < wg, < . Posons donc 2z, = wg41.

12(k —1)2
O 1 |zk| < M M L t 0
n a alors que |zxp| < ——— pour M = — et p = 0.
PEIRS Jp o P 12F
<2 M 1 1
En appliquant les résultats de 2), on obtient que pour tout n > 1, Z 2| < ]mnp“‘l = Ton
k=n+1
+oo +oo 1
Maintenant > 2, - <— .
aintenant, pour n Z W Z 2k 2 —1)
k=n+1 k=(n—1)+1
Partie 111
7) Evaluation de e, — ey
— Premieére méthode : On utilise que
1 1
—1/2 k—1/2
wk:/u /du = /—1+ /du
0 k—u 0 k—u

14 (k- 1/2) [~ In(k — w)]}
—1+4(k—1/2)(

(Del-d)-

— Deuxiéme méthode : On a vu en 5) que

en = In(n!)

On en déduit que

€k—1 — €k

~~

—In(k)

1
k— =
2

_< >1n<1_

—(k - 1)(In(k — 1) —

k— =
2
1 1
—nlnn+n—§lnn—5ln(27r).

In((k — 1)) — (k) —(k — 1) In(k — 1) + kIn(k) + k — 1 — k — %m(k 1)+ %mk

m(k)) — 1 — %(m(k ~ 1) — In(k))
1

I

1 11 1 k
8) a) On a montré en 1.b) que —In (1 — k:) =Tt 5z +...+ 0T k2 Z;_g. En utilisant la
question précédente on obtient :
1 1 N (221 ak)
wg = —(k—2>ln(1—k> -1= (k_Q) <;zk’ p T3 -1

I’f 1 _”51_ 1 (k—1/2)a(k)
o kit &2k kP2 k
B I’i 1 _’gf L, 1 (k=1/2)a(k)
B i+ Dk 20k kp+2 k
B % 1 _’§ 1 1 1 (k—1/2)a(k)
S (iH DR &2k 2(p+ 2kt k2 k
B ’f i-1 1 1 (k—1/2)a(k)
N —2i(i + k' 2(p+2)kPT2  fpH2 k

p

b Ok
= > 4 ()
Litl T ppt2
=1
i 1 k-1
thi=— et 6(k) = — k 2
en posat a1 C oW = op g Tel—;

6/7



2
b) On sait que 0 < a(k) < —— On en déduit que

p
1 2k—1 1
0(k)| < +
PBI< 3T T —h pe3
1 1 1 1 2k —1 1
Maintenant, comme p > 0, m < 1 et P < 3 De plus P 2— z < 2.
Finalement,
1 2 11
So+o;=—5<1
PRI< ;+5=13
9) Une premiére évaluation de &y,.
a) On utilise 1.a) pour t =1/k et p=0. On a
1 1 1 1 k
LTI S R Y L)
1 R 1 kTR
k ok
1 k 1 Loy L
en posant (k) = S i 1+ T On en déduit que (k) est décroissant et que pour
! _ _
k
keN,0<1<pB(k) <2
b) i) Pour k > 2,
| | 1 1
The1— Tkl =lek1 —ex—ca | —— — = ).
k—1 — Tk A N A

. 1 6k 11 1 1 11 B(k)
Maintenant e—1 = €x = 1575 + 75 ot 75 k:_k:<1—1/k 1>_k<k+k2 - On

a donc,
1 6(k) a apk)
M=l = et s T e |
1 . o(k)  B(k) 1 2 7
On prend donc ¢ = T et on obtient |rg_1 — 1| = ’]{3 ~ Toks < 5] 1+ )= s

M
ii) On pose z = 7Tp_1 — 7, On vient de voir que |zi| < i1 pour M =7/6 et p=1 En

appliquant 2) on obtient que la série > (ry_1 — 1) converge, et que :

oo M 1 7
Vn>1 -1 — < = .
m
c) i) Soit m > n + 1, par télescopage, >, (rg—1—7Tk) ="7Tn — T'm.
k=n+1
1
Maintenant, rp,, = ep, — T2m tend vers 0 car (g,,) tend vers 0 (c’est la suite des restes d’une
m
+00
série convergente). Donc en faisant tendre vers +o0o on obtient que Y (rg—1 — 1) = 7p.
k=n+1
. e 1 1 1
ii) Par définition, pour n>1, In(n!) =nlnn —n + 3 Inn + 3 In (27) + Ton +rp
n
En
0 ral=| 5 (s — )| <y
ron a vuque |r,| = rg—1 — k)| <—, donc
" k=n+1 12n?
1 1 1 A
Vn>=1 In(n!)=nlnn—n+ §lnn + 5111(2#) + on + 1n(2n) avec [A1(n)] <E.
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