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Nom :

Présentation) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 2 3 4 5

1)an/(n(n+ 1)) = O(1/n2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1∑
1/n2 CV et STP, ou CVA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

donc
∑ an

n(n+1) CV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

2)a)
∑q

n=p 1/(n(n+ 1) = 1/p− a/(q + 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

2)b) nature et somme (1) de
∑∞

n=1
1

n(n+1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

3) |Rk| ⩽ ||a||∞
∑∞

n=k |1/n(n+ 1)| = ||a||∞/k donc (kRk) bornée . . . . 0 1

justification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

4)a)
∑N

k=1

(
k
∑N

n=k

an
n(n+ 1)

)
= 1

2

∑N
n=1 an, interversion . . . . . . . . . . . 0 1

et car
∑n

1 k = n(n+ 1)/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

4)b)
∑N

k=1

(
k
∑+∞

n=N+1

an
n(n+ 1)

)
= 1

2

∑+∞
n=N+1

N(N + 1)an
n(n+ 1)

par linéarité de la

sommation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

4)c) ajouter membre à membre les relations de a) et b) et reconnaître
∑N

k=1 kRk à
gauche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1∣∣∣∑∞

n=N+1
N(N+1)an

n(n+1)

∣∣∣ ⩽ ∑∞
n=N+1 |an| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1∑∞

n=N+1 |an| → 0 qd N → ∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

donc par encadrement
∑∞

n=N+1
N(N+1)an

n(n+1) → 0 qd N → ∞ . . . . . . . . 0 1∑
k⩾1 converge et sa somme est (1/2)

∑∞
n=1 an . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

un = (−1)n sin( 1√
n
) 1

1+
(−1)n√

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

=(−1)n( 1√
n
+ o(1/n))(1− (−1)n√

n
+ o(1/

√
n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

=(−1)n 1√
n
− 1/n+ o(1/n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

donc
∑

un diverge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 2

1)a)
∑p+1

k=0 t
k = 1 + t+ · · ·+ tp + tp+1 =

1− tp+2

1− t
=

1

1− t
− tp+2

1− t
. . . 0 1

− ln

(
1− 1

k

)
=

1

k
+

1

2k2
+ · · ·+ 1

(p+ 2)kp+2
+

∫ 1/k

0

tp+2

1− t
t . . . . . . . 0 1

1)b) 0 ⩽ α(k) ⩽ 2
p+3 car 1

1−t ⩽
1

1−(1/k) ⩽ 1− (1/2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

2)a)
∑

zk CV absolument . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

2)b)
∑∞

k=n+1
1

kp+2 ⩽ 1
(p+1)np+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

2)c)
∣∣∣∑+∞

k=n+1 zk

∣∣∣ ⩽ M

p+ 1

1

np+1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

3)a)i)ln (n!) =
∑n

k=2 vk +
∫ n

1
ln tt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

3)a)ii)
∫ n

1
ln tdt = n lnn− n+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

3)b)i) vk =
∫ 1

0
(ln(k)− ln(k − u)du . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

3)b)ii) (ln k − ln (k − 1))−
∫ 1

0

u− 1
2

k − u
u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

3)c) ln (n!) = n lnn− n+
1

2
lnn+ 1−

∑n
k=2 wk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

4)a)wk = 1
2

∫ 1

0
u−u2

(k−u)2 du . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

4)b)0 ⩽ wk ⩽ 1
12(k−1)2 : 1/(k − u)2 ⩽ 1/(k − 1)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

et
∫ 1

0
(u− u2)du = 1/6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

4)c) Montrer que
∑

wk CV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

5) ln (n!) = n lnn− n+
1

2
lnn+

1

2
ln (2π) + εn par 3)c) et

∑n
1 wk = 1− 1

2 ln 2π − ϵn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

6) 0 ⩽εn⩽
1

12(n− 1)
par 2) avec zk = wk, M = 1/12 et p = 0 . . . . . . . . 0 1

7) εk−1 − εk = wk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

wk = −(k − 1
2 ) ln(1−

1
k )− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

8)a) εk−1−εk =
∑p

i=1
bi

ki+1 +
δk

kp+2 où bi =
i

2(i+1)(i+2) et δ(k) = − 1
2(p+2)+

k− 1
2

k α(k)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

8)b) |δ(k)| ⩽ 11
12 (ou mieux) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

y Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés à l’aide de auto-multiple-choice. y
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9)a) 1

1− 1
k

= 1 + 1
k + β(k)

k2 où β(k) = k
k−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

0 ⩽ β(k) ⩽ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

9)b)i) |rk−1 − rk| =
∣∣∣ 1
12k2 + δ(k)

k3 − c1
k2 − c1β(k)

k3

∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

c1 = 1
12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

|rk−1 − rk| ⩽
∣∣∣ δ(k)k3

∣∣∣+ ∣∣∣ β(k)12k3

∣∣∣ ⩽ 7
6k2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

9)b)ii)
∑

(rk−1 − rk) converge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1∣∣∑∞
k=n+1(rk−1 − rk)

∣∣ ⩽ 7
12n2 par 2.c M = 7/6 et p = 1 . . . . . . . . . . . . 0 1

9)c)i)
∑m

k=n+1(rk−1 − rk) = rn − rm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1∑∞
k=n+1(rk−1 − rk) = rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1

9)c)ii) ln(n!) = n ln(n)− n+ 1
2 lnn+ 1

2 ln(2π) +
1

12n + λ1(n)
n2 où |λ1(n)| ⩽ 7

12

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 2 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 2 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 2 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 2 3

y Pour votre examen, imprimez de préférence les documents compilés à l’aide de auto-multiple-choice. y


