Interrogation 3
MP 2 Corrigé 2021 - 2022

1. On rappelle que pour t €] — 1, 1[, In(1 —¢) = — Z -
k=

"In(t) In(1 - ¢
Exprimer / %dt a l’aide de la somme d’une série.
0
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otk
Pourt €] - 1,1[,In(1 -t) = - Zz De sorte que pour ¢ €]0, 1],
k=1

In(t)In(1—1¢) _ i t*1n(t) < t*In(t)
t P k P k+1
On veut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme. On pose pour tout k € N, f; la fonction
définie sur |0, 1[ par

t*In(¢)
ot =
Jeztr 1+k

— La fonction fy : t + Int est intégrable sur ]0,1] car elle est continue sur [0,1] et

Int = O (\%), pour k > 1, les fonctions f; sont continues sur ]0,1] et prolongeables

t—0

par continuité en 0 car t* In(t) — 0. Elles sont donc intégrables sur ]0, 1].
t—

In(¢) In(1 —1t)

— La série de fonctions Z fx converge simplement sur |0, 1[ vers t — —————— qui est

t
k>0
continue.

— Soit k € N, on réalise une intégration par parties (le crochet converge et vaut 0 pour la
méme raison que ci-dessus) :

thtln ¢ 1
/f" [ ] /(k+1>2 CTE

1
La série ); ———— converge d’apres Riemann car 3 > 1.
o (k+1)

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.

In(¢) In(1 -t
— La fonction ¢ — % est intégrable

UIn(#) In(1 — t) - [ - 1
/ntn—ttdt:;/oﬁ(:;F:ﬁS).

0

— On al’égalité :
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1
2. (a) Déterminer lim V1 —u"du

—00
n 0
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On veut appliquer le théoréeme de convergence dominée. On pose f, : u — V1 — u™ définie
et continue sur [0, 1]. La suite de fonction converge simplement vers f définie par

f 1 six<l1
U >
0 sinon.

De plus, en posant ¢ la fonction constante égale a 1 qui est intégrable sur [0, 1] on a, pour

toutn € N, |f,| < o.
On en déduit par le théoréme de convergence dominée que

1 1
lim Vl—u”duz/ f(u)du = 1.
0

n—oo 0
n X\ "
(b) En déduire un équivalent de I, = / 1- (1 - —) dx.
0 n
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On pose le changment de variable u = (1 — %) qui est affine. On a du = —%dx. On en déduit

n n 0 1
/ w/l—(l—f) dx=—n/ Vl—u"du:n/ V1 —udu
0 n 1 0

1
Commef0 V1—-u"du — l1onal, ~n.

n—oo




