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1. On rappelle que pour 𝑡 ∈] − 1, 1[, ln(1 − 𝑡) = −
∞∑
𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘
.

Exprimer
∫ 1

0

ln(𝑡) ln(1 − 𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 à l’aide de la somme d’une série.

Pour 𝑡 ∈] − 1, 1[, ln(1 − 𝑡) = −
∞∑
𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘
. De sorte que pour 𝑡 ∈]0, 1[,

ln(𝑡) ln(1 − 𝑡)
𝑡

= −
∞∑
𝑘=1

𝑡𝑘−1 ln(𝑡)
𝑘

= −
∞∑
𝑘=0

𝑡𝑘 ln(𝑡)
𝑘 + 1

On veut appliquer le théorème d’intégration terme à terme. On pose pour tout𝑘 ∈ N, 𝑓𝑘 la fonction
définie sur ]0, 1[ par

𝑓𝑘 : 𝑡 ↦→ −𝑡
𝑘 ln(𝑡)
1 + 𝑘

— La fonction 𝑓0 : 𝑡 ↦→ ln 𝑡 est intégrable sur ]0, 1] car elle est continue sur ]0, 1] et

ln 𝑡 = 𝑂
𝑡→0

(
1√
𝑡

)
; pour 𝑘 ⩾ 1, les fonctions 𝑓𝑘 sont continues sur ]0, 1] et prolongeables

par continuité en 0 car 𝑡𝑘 ln(𝑡) −→
𝑡→0

0. Elles sont donc intégrables sur ]0, 1].

— La série de fonctions
∑
𝑘⩾0

𝑓𝑘 converge simplement sur ]0, 1[ vers 𝑡 ↦→ ln(𝑡) ln(1 − 𝑡)
𝑡

qui est

continue.

— Soit 𝑘 ∈ N, on réalise une intégration par parties (le crochet converge et vaut 0 pour la
même raison que ci-dessus) :∫ 1

0
𝑓𝑘 =

[
− 𝑡𝑘+1 ln 𝑡
(𝑘 + 1)2

]1
0
+
∫ 1

0

𝑡𝑘

(𝑘 + 1)2𝑑𝑡 =
1

(𝑘 + 1)3

La série
∑
𝑘⩾0

1
(𝑘 + 1)3 converge d’après Riemann car 3 > 1.

On peut donc appliquer le théorème d’intégration terme à terme.

— La fonction 𝑡 ↦→ ln(𝑡) ln(1 − 𝑡)
𝑡

est intégrable

— On a l’égalité : ∫ 1

0

ln(𝑡) ln(1 − 𝑡)
𝑡

𝑑𝑡 =
+∞∑
𝑛=0

∫ 1

0
𝑓𝑘 =

+∞∑
𝑛=1

1
𝑛3

= 𝜁 (3).
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2. (a) Déterminer lim
𝑛→∞

∫ 1

0

√
1 − 𝑢𝑛𝑑𝑢

On veut appliquer le théorème de convergence dominée. On pose 𝑓𝑛 : 𝑢 ↦→
√
1 − 𝑢𝑛 définie

et continue sur [0, 1]. La suite de fonction converge simplement vers 𝑓 définie par

𝑓 : 𝑢 ↦→


1 si 𝑥 < 1

0 sinon.

De plus, en posant 𝜑 la fonction constante égale à 1 qui est intégrable sur [0, 1] on a, pour
tout 𝑛 ∈ N, |𝑓𝑛 | ⩽ 𝜑 .
On en déduit par le théorème de convergence dominée que

lim
𝑛→∞

∫ 1

0

√
1 − 𝑢𝑛𝑑𝑢 =

∫ 1

0
𝑓 (𝑢)𝑑𝑢 = 1.
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(b) En déduire un équivalent de 𝐼𝑛 =
∫ 𝑛

0

√
1 −

(
1 − 𝑥

𝑛

)𝑛
𝑑𝑥 .

On pose le changment de variable 𝑢 =
(
1 − 𝑥

𝑛

)
qui est affine. On a 𝑑𝑢 = − 1

𝑛𝑑𝑥. On en déduit∫ 𝑛

0

√
1 −

(
1 − 𝑥

𝑛

)𝑛
𝑑𝑥 = −𝑛

∫ 0

1

√
1 − 𝑢𝑛𝑑𝑢 = 𝑛

∫ 1

0

√
1 − 𝑢𝑛𝑑𝑢

Comme
∫ 1

0

√
1 − 𝑢𝑛𝑑𝑢 −→

𝑛→∞
1 on a 𝐼𝑛 ∼ 𝑛.
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