MP1 / MP2 Devoir libre 5 2021 - 2022

Exercice |

Soit f € Z(R?) et M la matrice de f dans la base canonique. On suppose que M3 = —M.

1)

2)

Soit y € Im(f). Soit z € R3 tel que y = f(x) (un tel x existe).

FPy) = FPa) = —f) = —y
D’aprés la question précédente, g% = —idyy(p). Donc det(g?) = (—1)dim(@n(f) = (—1)r&(f), Par ailleurs
det(g?) = (det(g))? > 0 car det g est un réel.
Donc rg(g) est pair.

Comme M # 0, le rang de f n’est pas nul. Etant inférieur ou égal & dim(R3) = 3, ce rang vaut 2.
Soit y € Im(f) N Ker(f).

—y=f(y) = f(0)=0
Donc Im(f) et Ker(f) sont en somme directe. De plus dim Ker(f) = 3 — 2 = 1 par le théoréme du
rang.
Donc Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires.
Soit e; un vecteur non nul de Im(f) et soit es = f(e1). Alors f(e2) = f2(e1) = —ey.
Soient A1, Ao € R tels que Ajeq + Agea = 0.
Prenant les images par f des deux membres il vient Ajes — Age; = 0.
Multipliant la premiére de ces deux égalités par A; et la seconde par —Ag, on en déduit que ()\% +
M)e; = 0, et comme e; n’est pas nul et que A\; et A\g sont réels, ils sont nuls.
Donc (e, e2) est libre. Etant de longueur 2, c’est une base de Im(f). En lui concaténant une base
(e3) de Ker(f) on obtient une base dans laquelle la matrice de f est

0 -1 0
1 0 0
0 0 O

donc M est semblable a cette matrice.
Exercice Il

a) La fonction g étant continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée. Par 1-périodicité de g, elle

est . En effet, notant M un majorant de |g| sur [0,1], on a pour tout z € R,

lg(@)] = lg(y)] < M ouy=uz—|z]€l0,1]
b) Notons f, : x € R +— a™g(b"x). Soit n € N. Pour tout z € R, ona: 0 < |a"g(0"x)| < ||g]|cca™
donc ’ > fn converge normalement sur R

, donc converge simplement.

c) Par la question précédente, > f, converge uniformément. Les fonctions f,, étant continues, la
fonction ’ W est continue ‘

De plus pour tout z € R, |[W(z)] < Y07 ||9]|ca™ = llgllo ~ Ainsi W est bornée et ||| ]|oo < = |

1—a 1-a

a) Soit f une fonction bornée de R vers R. Pour tout z € R,

IT(f)(@)] < allf]loo

Donc ’T(f) est bornée ‘
Pour f et g bornées et A € R, pour tout x € R,

TAf +9)(@) = a(Af +9)(bx) = Xaf(bx) + ag(br) = AT(f)(x) + T(g)(x)

donc | T est linéaire |.




b) Soit f bornée telle que T'(f) = f.
On a pour tout = € R,

Comme x — bx est surjective de R vers R, on a
[z = f(0)[loo = ||f]loo

Comme ||.||so est une norme, on a donc || f||eo = |al-||f|lcc = a||f]]oco-
Comme a # 1 et (1 —a)||f]lcc =0, on a || f|||cc = 0 donc f est nulle.

Donc ’ 1 n’est pas une valeur propre de T ‘

¢) Remarquons que pour tout naturel n, T'(f,) = fot1-
Pour tout z € R, T(W)(z) = aW (bx) = a7 a"g(b"bx) =372, g(bPz) = W (x) — g(z).
Donc ’T(W) =W-—-yg ‘
Soit Z une fonction bornée vérifiant la méme relation.

Par linéarité de T, T(W — Z) = W — Z. Comme 1 n’est pas valeur propre de T, W — Z = 0 donc
W =27|

3) a) Comme 5, —x9g — Oetay,—x9 — 0

m—0o0 m—00

f(Bm) = flam) _

Bm — Qm B
(20) + 1/ (@0) B~ 20) + 0(Bm — 20) — (f(a0) + /(z0) (ot — 20) + o{cum — 0))

ﬁm_am

Or |Bm — 0| = B — 20 < Bm—am = |Bm — aml| et |am — 20| = 20 — i < B — i = |Bim — am|
donc B, — 29 = O(Bm — am) et au — x0 = OB — un).
Ainsi

f(Bm) — flam) _ f'(20) (B — o) — f'(x0)(@tm — w0) + 0(Bm — )
Bm — am Bm — am
f'(@0) (Bm — am) + 0(Bm — aum)

- Bm — « mjoo f/(x())

N[ =

b) Pour tout réel z, et tout entier k, 'encadremen —% <zx—k < % équivaut a r + % >k > x—

Il existe ’un unique entier k vérifiant ceci |, c’est [z — 1.

On applique ce résultat a x = b™xg.
: o 9 ain P4 ptq
c) sinp —sing = 2sin 57 cos 154

|sinz — siny| = 2|sin 25 |.| cos ZHY| < 2|sin £5Y|

, . . . — sin Y
Par récurrence, |sinz —siny| < 2"|sin %7 | = |z — y| | ="
2”
Or Z7¥ — 0. Par passage a la limite dans les inégalités larges
2 n—oo ’

’|sinx—siny| < |lz—yll= |$—y|‘

(c’est plus simple avec I'inégalité des accroissements finis...)



$ 0" Bn) —0"am)| S b”ﬁm <b"am>'
=0 B — am =0 — Qm
B = o sin(270" By,) — sin(27b" vy, ) ‘
n=0 fm — am
< — lan |270™ By, — 270" vy |
n=0 Bim = am

m—1
= |27 Z a™b"

n=0
(ab)
= 2
-1
d)
2"y, = 27 (ky, — ) = —37# [27]
donc | g(b™ay,) =1
270" By, = 21 (K, + §) = sm [27]
4 2
donc | g(b™Bn) = —1]
Soit n un entier tel que n > m.
2" gy, = 270" " (K, Z) =-—( = 0[]
car b est un entier pair et n —m > 0 donc 0"~ est pair.
Donc | g(b"am) =0
De méme, | g(b"Bm) =01
e)
W(ﬂm) - W(am) _ i - g(bnam)
Bm — am =0 — Qi
- 0" Bm) — (b, -1-1
- Om Bm — Qm
< Z —g("an)|  2a
"0 — Om Bm — Qm
< ( b)™ . 2a™
ab—1 B — Qm
< o (ab)™ 2%
ab—1 =

- o (55 -3)

3
f) Supposons que ab > 1+ 5™

3 1 2 2w 4 . . ; .
ab—1> < donc ;=5 < 5~ et 575 < 3 et comme ab > 1, on a par la majoration précédente :

W(/@m) - W(am)

Bm — Qm m—00

—0



Or bmxo—% < k‘m<bmxo+% doncxo—%% < k‘m<a:0+21%m donc
1 1

xo—m—%im < am<xo+%fm—ﬁ<xo
et

_ 1 4 3 < 1 4, 3
On en déduit que les suites () et (B,,) vérifient bien les hypotheses de la question 3)a).
Done, d’aprés cette méme question, W n’est pas dérivable en zy (car sinon on aurait W’ (xg) =
—00.)

Ainsi ’ W n’est dérivable en aucun point ‘

Cet exemple donné par Weierstrass d’une fonction continue partout et dérivable nulle part a
choqué certains lors de sa publication. Charles Hermite écrit dans une lettre a Thomas Stieltjes :

“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable des fonctions continues qui n’ont
pas de dérivées”



