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Dans ce chapitre K désigne le corps R ou C.

1. Introduction

Commencons par motiver les définitions qui vont suivre. Pour cela, on considére ’espace vectoriel E = R” (on peut penser au

casoun = 2 oun = 3). On veut définir une fonction ¢ : E" — R tel que si (uy, . .., uy) sont des vecteurs de E, ¢(u, . .

le volume du parallélépipéde construit sur ces vecteurs.
Dans le cas ol n = 2, on peut facilement se convaincre que ¢ doit vérifier :

— Si u, 0, w sont trois vecteurs de R%, ¢(u + v, w) = ¢(u, w) + ¢(v, w) et p(w,u +0) = ¢(w, u) + p(w,0)
— Soit u, v deux vecteurs de R? et A € R, ¢(Au,v) = Ap(u,0) et ¢(v, Au) = Ao (v, u)

De méme, il semble nécessaire d’'imposer comme condition de pour u € E, ¢(u,u) = 0.
Nous verrons aussi plus loin que cet exemple se généralise au volume d’un parallélépipéde dans R3.

2. Applications multilinéaires

2.1 Définitions

Dans ce paragraphe E et F sont deux espaces vectoriels sur K.

| Définition 2.1.1|

dans E? et tout i dans [[ 1; p ||, Uapplication :

fai,...,ai-1,9,a541,...,a5): E — F
x = flay,...,a4i1,%, 811, .., Gp)

est linéaire.

Remarques :

1. On dit que f est linéaire par rapport a toutes ses coordonnées.

Soit p € N*. On appelle application p-linéaire de E dans F une application f de EP dans F telle que pour tout (ay, . . .

., Uy) mesure

) ap)

2. On s’intéressera principalement au cas des formes p-linéaires qui sont des applications p-linéaires de E dans K. De méme on

s’intéressera principalement a4 p = 2 ou p = dim E.
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Terminologie :

1. L’ensemple des applications p-linéaires de E dans F se note L, (E, F).

2. Une application 1-linéaire est une application linéaire.

3. Une application 2-linéaire s’appelle une application bilinéaire.
Exemples :

1. Les applications linéaires sont les applications 1-linéaires.

2. SiE=K][X] et f: EXE — E défini par f(P, Q) = PQ. L’application f est bilinéaire.
3. Le cas précédent fonctionne encore pour toute algébre E : Z(E), #,(K), 6P (L, R).
4

. De manieére plus générale, soit E une algébre :
E?P - E
(X100 Xp) P XX XX
est p-lineaire.
5. Dans E = R? (ou R®) le produit scalaire est une forme bilinéaire. On a dans R?
(x1,%2)- (Y1, y2) = xX1Y1 + X202

6. Dans R? le déterminant est une forme bilinéaire.

X1 U
Det((x1,y1), (x2,12)) = = X1Y2 — X2U1.
X2 Y2

1
7. Pour E = €°([0,1],R), 'application (f,g) > / f(t)g(t) dt est une forme bilinéaire.
0

2.2 Expression d’une application p-linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie

On suppose que E est un espace vectoriel de dimension finie et on note (ey, ..., e,) une base de E. On va voir
décrire les formes multilinéaires comme les applications linéaires.

Commengons par étudier le cas des applications bilinéaires (qui est le plus courant).

Soit f une application bilinéaire sur E. Pour tous vecteurs u et v, on note

u= Z xjejetov = Z yjej.

1<i<n 1<j<n

On a alors

f(u,0)

1
~
—_——
=
&

T
IN
~
N
S
<
'\N
-

= Z xif (el-, yjej) par linéarité a gauche
1<i<n 1<j<n

= D awyflene)
1<i,j<n

que 'on peut

On voit donc que f est uniquement déterminée par son action sur la base. Il suffit de connaitre f(e;, e;) pour (i,j) € [[1; n 2

pour connaitre f.
Réciproquement, si on se donne u;; des vecteurs de F, I'application

f (Z x,-el-,Zyjej) g le-yjui,-
i 7 iy

est bilineaire.
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—— Théoréme 2.2.2|

Avec les notations précédentes, si f est une forme p-linéaire de E dans F. Pour tous vecteurs

U = § Xi1€j5 .. ., Up = § Xip€i,
i i

on a

f(uls---:up): Z xi11"‘xippf(eip---seip)-

1<it,aip<n
Réciproquement pour tout famille (ur)e(r1,, 7, 'application

f: E Xi1€i5 ", E Xip€i | E Xig1 ** XippUiy,.. iy
: .

i 1<, mip<n

est une application p-linéaire.

2.3 Applications symétriques, antisymétriques et alternées

| Définition 2.3.3 |

Soit f une forme p-linéaire de E dans F.
1. Elle est dite symétrique si pour tout (uy, ..., u,) de EP et tout1 <i < j<p,

f(ul, . -~,up) = f(ul, e Ui, Uj, Uiy 1, oo U1, U, Ujiy, - ~~,up)~

On ne change pas la valeur de f en inversant la place de deux vecteurs.

2. Elle est dite antisymétrique si si pour tout (uy, ..., u,) de EP et tout1 <i < j < p,

f(u1a~ . ~’up) = _f(ulw UL, Uj Uiy - U1, U, Uiy, . ~’up)‘

On obtient lopposée de la valeur initiale en inversant la place de deux vecteurs.

Exemples :
1. Le produit scalaire de R? (ou R%) est une forme bilinéaire symétrique.
2. Le déterminant de R? est une forme bilinéaire antisymétrique.

3. La forme bilinéaire ((x1,y1), (X2, y2)) > x1y2 n’est ni symétrique ni antisymétrique.

—‘ Proposition 2.3.4 }

Soit f une forme p-linéaire et ¢ € &,. Pour tout (uy,...,u,) € E’ ona:
1. Si f est symétrique, f(uq(1), . - SUg(p)) = flug, .. up).
2. Si f est antisymétrique, f(ug (1), .- - Uo(p)) = €(0) f(u1, ..., up).

Démonstration : 1 suffit de décomposer ¢ en produit de transpositions. O
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| Définition 2.3.5 |

Soit f une application p-linéaire de E dans F, elle est dite alternée si

V(uy, ..., up) € EP,(3(i,j) € [[l;p]]z,ui:uj) = f(ug,...,up) = 0.

Exemple : Le produit scalaire n’est pas alterné alors que le déterminant lest.

—— Théoréme 2.3.6 |

Toute application p-linéaire alternée est antisymétrique.

Démonstration : Soit f une application p-linéaire alternée. Soit (uy,...,u,) € EP et 1<i < j<p.Ona
0 = f(ul, s Ui, U T UG Uy, U, U F UG Uy, up)
= f(u1, cees U1, Uy Uiy« o o5 Uj—1, Ujs Uiy, - e up) +f(u1, cees U1, U, Ui s - o Uj—1, U, Ujye, - -,up)
+f(u1, cee, Uio1, Uy, ui+1,~~~,uj—1,ui,uj+1,~~,up) +f(u1>~~~,ui—1>uj>ui+1,«~~,uj—1,uj,uj+1, . -~,up)
= f(uy,.. ~»up) + (U, Ui, Uy Ui, - U, Uiy U, .-,up)
Donc f est antisymétrique. O

Remarque : La réciproque est encore vraie en effet, si f est alternée alors en échangeant les deux termes égaux on trouve :
f(ul> ces Ui—1,8, Uiy, -0 -y uj—l, a, uj+l’ R up) = _f(ul’ cees Uio1,0, Ujy 1, e 5uj—1’ a, uj+1, L) up)'

d’ou
2f (uy, .., Uiy, G Ujp, -, U, G U, -, Up) = 0.

—‘ Proposition 2.3.7 }

Soit f une forme p-linéaire alternée et (uy, ..., u,) une famille liée. On a f(uy,...,up,) = 0.

Démonstration : La famille est supposée liée, il existe donc un vecteur de la famille qui s’exprime en fonction des autres. Par
antisymétrie, on peut supposer que c’est u; (sinon, si c’est u;, on échange u; et u;, ce qui multiplie la valeur calculée par —1). On a

P
alors u; = Z Aruyg et, par linéarité :
k=2

p
flug, ... up) =Zﬂkf(uk,u2,...,up) =0.
k=2

3. Déterminant

On se fixe un espace vectoriel E de dimension n.

3.1 Formes n-linéaires sur un espace vectoriel de dimension n

—‘ Théoréeme 3.1.8 }

L’ensemble des formes n-linéaires alternées de E est un espace vectoriel de dimension 1. On le note A*™”E.
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Démonstration : Remarquons pour commencer que I’ensemble des formes n-linéaires alternées est inclus dans I’espace vectoriel
L,(E,K). De plus si ¢ et ¢, sont deux formes n-linéaires alternées, il est clair pour tout couple (44, 4;) € K? de scalaires, A;¢; + 21, ¥z
est encore une forme n-linéaire alternée. On en déduit que A™E est bien un sous-esapce vectoriel de L, (E, K).

Il reste a montrer qu’il est de dimension 1.

— Commencons a le prouver dans le cas ou n = 2. Considérons une base (e;, e2) de E. On sait que pour déterminer f il suffit de
connaitre uy; = f(eg, e1),u12 = f(er, e2), up; = f(ez, 1) et ugy = f(ez, e2). Comme f est alternée, uy; = uyz = 0. De plus, elle
est antisymétrique donc uy; = uj;.

On en déduit finalement que pour tout u = x1e; + xze; et v = yje; + yze, alors

fu,0) = x1y1f (er, e1) + x1y2f (e, €2) + x2y1 f (2, €1) + x2y2f (€2, €2) = (x1y2 — x2y1) f (€1, €2)
Si on pose f; la 2-forme linéaire alternée telle que u;; = 1 (et donc uy; = —1), c’est-a-dire que
Jo i (w,0) = x1y2 — %20,

alors pour toute 2-forme linéaire alternée f on a

f=f(ee)fo

L’ensemble des formes 2-linéaires alternées de E est bien un espace vectoriel de dimension 1 engendré par f;.

— Etudions maintenant le cas général. Soit f une forme n-linéaire alternée. On considére encore une base (ey,...,e,) de E.
Pour tout I = (iy,...,iy) € [[1; n]]" on pose u; = f(ej,,...,e;, ). La encore, on a vu que f était uniquement déterminée par
la famille (u[)jeu 1;n]]"-
Si on considére un n-uplet I = (iy, ..., i) tel qu'un méme élément apparait deux fois, la forme linéaire f étant alternée,
ur = f(ej,....e;,) =0.
On est donc ramené a ne considérer que des n-uplets I = (iy, ..., i) ou tous les éléments apparaissant dans le n-uplet sont

deux a deux distincts. On peut les voir comme des permutations o de [[ 1; n ]| en posant
I=(o(1),...,0(n))
En utilisant que f est antisymétrique, on obtient alors que
ur = f(es(1), - - -»eo(m) = €(0)f(er, ..., en)

En conclusion, si on se fixe f(ey, ..., e,), la forme n-linéaire alternée f est entierement déterminée. Dit autrement, si on pose
encore fy 'unique forme n-linéaire alternée telle que fy(ey, ..., e,) = 1 alors pour toute forme n-linéaire alternée f,

f:f(el"~~>en)ﬁ)

L’ensemble des formes n-linéaires alternées de E est bien un espace vectoriel de dimension 1 engendré par f;.

—{ Corollaire 3.1.9 }

Soit # = (ey,...,e,) une base de E et fy I'unique forme n-linéaire telle que fy(ey,...,e,) = 1. Soit (uy,...,u,) dont
les coordonnées dans 48 sont

n
Vielll; n]lu; =injei.
i=1

Ona
flur,... up) = Z £(0)Xo(1),1 " * Xo(n).n-

ce6G,
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3.2 Déterminant d’une famille de vecteurs
| Définition 3.2.10 |

Soit & = (ey,...,en) une base de E. Il existe une unique forme n-linéaire f; telle que fy(ey,...,e,) = 1. On Uappelle le
determinant relatif a la base & et on la note dets (ou det s’il n’y a pas de confusion)

Remarques :
1. L’existence et I'unicité découle du fait que I’ensemble des formes n-linéaires sur E est un espace de dimension 1.
2. Sion change &, on change detg. Cela sera précisé par la proposition suivante.

Exemple : Calculons le déterminant dans R® par rapport a la base canonique :

det((x, y’ Z), (xl’ yl’ Z,), (xll, yl/’ zl/)) — xy/z/l _ xz/yl/ _ yxlzll + yzlxll + leyll _ zy/x/l.

—— Proposition 3.2.11 |

Soit & et &’ deux bases de E. On a
det = det(&”) det.
& & &

Démonstration : On a vu que detg et dets: sont deux éléments non nuls de A*”E qui est de dimension 1. IIs sont donc colinéaires
et le coefficient de colinéarité n’est pas nul. Il suffit ensuite d’appliquer en &’ pour trouver le coefficient.
O

—‘ Proposition 3.2.12 }

Soit % une base et (uy,...,u,) € E",

(uy,...,uy) est une base de E & dét(ul, e Up) #0.

Démonstration :
— On suppose que (u, ..., uy) est une base. Le scalaire detgz(us, . . ., up) est celui qui est défini ci-dessus, il est non nul.
— Procédons par contraposée. Si la famille (uy, ..., u,) n’est pas une base, elle est liée. Il existe donc i € [[1; n]] tel que

u; soit une combinaison linéaire des u; avec j # i. On note u; = E Ajuj. On en déduit que
j#i

q%t(ul, e, Up) Z Aj dét(ul, e Uin1, Uj, Ui, Un)

J#i

0 car doet est alternée

O
Remarque : Soit # = (ey,...,e,) une base de E et uy,...,u, des vecteurs de E, on peut donc voir detg(uy, ..., u,) comme
le volume du parallélépipéde dont les cotés sont représentés par les vecteurs uy, .. .,u,. La base 2 servant alors de volume de

référence car det» (%) = 1.
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3.3 Déterminant d’'un endomorphisme

—‘ Proposition 3.3.13 }

Soit f un endomorphisme de E. Il existe un unique scalaire A tel que pour toute base Z et toute famille (uy, ..., u,) €
E",
dét(f(ul), cenflun)) =4 dét(ul, o Up).

Démonstration :

— Unicité : Soit A; et A, deux scalaires vérifiant la relation. Soit & = (ey, ..., e,) une base de E alors
d;t(f(el), . f(en)) =A et dét(f(el), ..., f(en)) = Az car d;t(%) =1.

Donc A; = As,.

— Existence : On se fixe une base Z. On consideére application :
D:(ug,...,up) — d%t(f(ul), ooy fun)).

On montre aisément que c’est un élément de A™E. Il existe donc A tel que & = A detz.
Maintenant si %’ est une autre base de E alors il existe a un scalaire non nul (qui est égal a detz(2’)) tel que detgz = a detgz .
On en déduit que pour tout (uy, ..., u,) € E",

dgst(f(ul), cos flup)) = aclg%t(f(ul), v fup)) = alr dge}t(ul, e Up) = A(g/t(ul, coUp).

| Définition 3.3.14 |

Soit f un endomorphisme de E. On appelle déterminant de f et on note Det(f) le scalaire défini a la proposition précédente.

Exemples :
1. Si f =1d, Det(Id) = 1. De plus, Det(Ald) = A™.

2. Sis est la symétrie par rapport a G et parallelement a F ot F @ G = E. On prend une base adaptée c’est a dire une base

B = (eq,...,ep) telle que (e, ..., e,) est une base de F et (epy1,. . ., e,) une base de G. On a alors
dét(s(el), ... s(en)) = dét(—el, e m€p, i, .., ) = (—1)P d‘g(f@).

Donc Det(s) = (-1)7.

:4 ATTENTION

La notion de déterminant d’une famille de vecteurs est relative & une base. Par contre, la notion de déterminant d’'un
endomorphisme est absolue. Cela ne dépend pas du choix d’une base.

—‘ Proposition 3.3.15 }

Soit f € Z(E) :
f € GL(E) & Det(f) #0.
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Démonstration :
— : On suppose que f est un automorphisme. On sait alors que 'image d’une base est une base. Soit & une base et & son
image par f.On a
dget(éa') = Det(f) dgt(é’)) = Det(f)
Or &’ est une base donc dete (&) # 0.
— : Si Det(f) # 0. On procéde de méme. On voit que 'image par f d’une base est une base donc f est un automorphisme.
O

—‘ Proposition 3.3.16 }

Soit f et g deux endomorphisme, Det(f o g) = Det(f) X Det(g)

Remarque : Si on revient sur l'interprétation des déterminants comme des volumes, on voit que le déterminant d’un endomor-
phisme mesure la dilation des parallélépipedes par I'application de 'application f.

4. Déterminant d’'une matrice

4.1 Définition
| Définition 4.1.17 |

Soit A € M, (K) une matrice carrée. On appelle déterminant de A et on note Det(A) le déterminant des vecteurs colonnes
de la matrice dans le déterminant relatif a la base canonique de K.

Notation : Si
dip cc din aip - Ain
A=| on note Det(A) =
dn1 " Gnn An1 " Adnn
) a b a b
Exemple : SiA = alors =ad — bc.
c d c d

—‘ Proposition 4.1.18 }

Soit A = (a;;) une matrice de .#,(K). On a

Det(A) = Z g(o-)aa(l),l * " do(n),n

ce6G,

Démonstration : C’est la formule démontrée précédemment. O

Remarque : Avec les notations précédentes, on a aussi

Det(A) = Z £(0)a1,6(1) * * * Ano(n)

eSS,

1l suffit en effet de voir que comme ¢ — ¢! est une bijection de &, dans &, et que pour ¢ € &, e(c) = e(c7}),

Det(4) = >’ s(a)]i[ag@,i = > e(a*)ﬁarl(z—),i = > e(o*)]i[agﬂ(a(j)»,a(,-) = > e(a)]l[aj,m
i=1 i=1 Jj=1

ceS, geS, geS, j=1 ceS,
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Exemple : Dans le cas n = 3 on trouve

d e f |=aei+dhc+gbf—gec—dbi- ahf.

11 suffit d’utiliser les trois permutations paires Id, (1, 2, 3) et (1,3, 2) et les trois permutations impaires (1, 2), (1,3), (2, 3).
Cela s’appelle la régle de Sarrus.

:4 ATTENTION

Cela ne se généralise pas au cas du déterminant de taille 4 ou plus.

La notion de déterminant d’une matrice est liée aux notions vues précédemment. Précisément,

—‘ Proposition 4.1.19 }

1. Si A est une base de E et (uy, ..., u,) une famille de vecteurs. Si M = Matg(uy,...,u,) alors

Det(M) = qg%t(ul, o Up).

2. Si f € Z(E).Si A estune base de E et M = Matg (f) alors

Det(f) = Det(M).

Démonstration :
1. La encore, il suffit d’utiliser la formule.
2. D’apreés ce qui précéde on sait que M = Matg(f(ey),..., f(en)) sionnote Z = (ey,...,e,). D'ou

Det(M) = det(f(eq). ... f(en)) = Det(f) det(#) = Det(f).

4.2 Propriétés et calculs

% Théoréme 4.2.20 (Propriétés du déterminant) }

1) Soit f € Z(E), f est inversible si et seulement si Det(f) # 0.

1.bis) Soit M € .#,(K), M est inversible si et seulement si Det(M) # 0.

1.ter) Soit (uy,...,u,) € E", c’est une base si et seulement si Detg(uy, ..., u,) # 0 ou & est une base de E.
2) Soit f € Z(E) et A € K, Det(Af) = A"Det(f)

2.bis) Soit M € #,(K) et A € K, Det(AM) = A"Det(M).
3) Soit (f,g) € L (E)?, Det(f o g) = Det(f)Det(g).

3.bis) Soit (M, N) € .#,,(K)? Det(MN) = Det(M)Det(N).

4) Si f € GL(E), alors Det(f™!) = Detl(f)'
- L1
4.bis) Si M € GL(K), alors Det(M™!) = et (D)’
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:4 ATTENTION

Le déterminant n’est pas linéaire

Démonstration : Les points 1 et 2 ont déja été vus. Pour le point 3 il suffit de la faire pour les endomorphismes. On se donne une

base & = (ey,...,e,) de E. Alors

Det(f o g)

det(f(g(er). ... fg(en))

= Det(f) det(g(er)..... g(en))
= Det(f)Det(g) dg(@)

= Det(f)Det(g).

Pour le 4, il suffit d’utiliser de plus que Det(Id) = 1.

—‘ Proposition 4.2.21 }

Soit A une matrice,

Det(A) = Det(A7).

Démonstration : On note A = (a;;). On note B = (b;;) la matrice AT et donc bij = aj;. On sait alors que

Det(B) = Z e(0)bs(1),1* bo(n).n-

ceS,
Or
bo1),1° " bo(nyn = AL,0(1) *** Ano(n) = Ao-1(1)1 " * o1 (n) 0

On en déduit que
Det(B) = Z £(0)ag1(1)1 - - Ggt (mpm = Z (67 )ag1 (1)1 - Aot (my.n = Det(A).

ceS, ceG,

En effet 'application ¢ — o' est une bijection.

Remarque : On en déduit que le déterminant est aussi une forme n-linéaire alternée des lignes de la matrice.

—‘ Proposition 4.2.22 }

Soit A = (a;;) une matrice de la forme

AI

On a Det(A) = aDet(A").

Démonstration : 1l suffit de revenir a la formule

Det(A) = Z g(a)aa(l),l * Ao (n),n-

ceS,
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On voit que les termes de la somme sont nuls si o(n) # n. On peut donc restreindre la somme aux permutationsde [[1; n—1]].
On trouve alors
Det(A) = a Z e(0)ag(1)1 - dg(n-1),n-1 = aDet(A").

eSS,

—{ Corollaire 4.2.23 }

Si A est une matrice triangulaire inférieure

aq 0 0
* az
A=
0
* * oy

n
Alors Det(A) = 1—[ a;. De méme si A est triangulaire supérieure.
i=1
En particulier, A est inversible si et seulementsiVi € [[1; n]],a; # 0.

Démonstration : C’est une récurrence en utilisant la propriété ci-dessus.
On peut alors regarder, comme pour le pivot de Gauss, ’action des opérations élémentaires sur le déterminant d’une matrice.

—‘ Proposition 4.2.24 }

Soit A une matrice et B la matrice obtenue par une opération élémentaire on a
— Pour C; & Cj, Det(B) = —Det(A).
— Pour C; « AC;, Det(B) = ADet(A).
— Pour C; « C; +Cj, Det(B) = Det(A).

On en déduit que I'on peut ajouter a une colonne un combinaison linéaire des autres colonnes sans modifier le déter-
minant. De plus, on peut faire les mémes opérations sur les lignes.

Démonstration : Il suffit d’utiliser que les déterminant est une n-forme linéaire alternée. O

1 3 3

Exemple : Sionveutcalculer| 2 4 1 [.On peut utiliser la régle de Sarrus et on trouve Det(A) = 40. Sinon on peut aussi voir

-1 7 2
que
1 3 3 1 3 3
-2 =5
2 4 1(=({0 -2 =5 ]|= =40
10 5
-1 7 2 0 10 5

a b b b
Exercice : Calculer

a b ¢ c

a b ¢ d
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4.3 Développements suivant une ligne ou une colonne

Il existe une autre méthode pour calculer un déterminant.

| Définition 4.3.25 |

Soit A = (aij) une matrice et (i, j) € [[ 1; n%
— On note A;j la sous-matrice de A obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j.
— On appelle mineur associé d a;; le déterminant A;; = Det(A;;).

— On appelle cofacteur associée a a;; le terme (—1)™*/ A;;.

1 2 0 1

-1 2 3 1
Exemple : Soit A =

0 3 -2 1

0o -3 2 1

Le mineur en (1,2) est| 0 -2 1 |=4.

—‘ Proposition 4.3.26 }

Soit A = (a;;) une matrice.

1. Pourtoutje [[1;n]],

Det(A) = Z(—l)i+j a;jA;; (Développement par rapport & une colonne)

i=1

2. Pourtouti e [[1;n]],

n
Det(A) = Z(—l)i” a;jA;j (Développement par rapport a une ligne)
j=1

Démonstration :

1. Notons Cy,...,C, les n colonnes de la matrices et C; = . On a donc

n
Det(A) = Det(Cl, s ,Cn) = Z aijDet(Cl, . ,Cj_l,X,', Cj+1, . ,Cn)

i=1

ou X; est la matrice colonne avec juste un 1 en position i.
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Or
ap -+ ayj-1 0 a0 din
ai-1,1 - Qi-1j-1 0 @i o Gimin
Det(Cy,.. ., Cj—l,Xia Cj+1, Gy = ai1 te ajj-1 1 i, j+1 T Qi,n
Aiv1,1 0 Qisgj-1 0 Qi 0 Gikin
an,1 e an,j—l 0 an,j+1 e ann

Maintenant en échangeant j — 1-fois de colonnes et i — 1 fois des lignes on peut amener le 1 en haut a gauche (ou en bas a
droite avec n — j fois sur les colonnes et n — i fois sur les lignes). On en déduit que

Det(Cy, ..., Cj1,Xi, Cjans - - -, Cn) = (=1)72A;5 = (1) Ay

2. 11 suffit de transposer

Exemple : Soit a €] — 2, 2[ on pose

a 1 0 0

1 a 1
Dn(@=|0 1 . . 0
a 1
o --- 0 1 a

En développant par rapport a la premiére ligne on obtient

1 1 0 0
0 a 1

Dp(a) =aDp1(@) =0 1 "-. . 0

a 1

0 0 1 a

En développant par rapport a la premiére colonne on récupere
Dy(a) = aDy_1(a) — Dp_3a.

De plus, D;(a) = a et D;(a) = a? — 1. On étend en posant Dy(a) = 1. On résout I’équation caractéristique X? — 2aX +1 = 0. Si on
pose a = 2 cos(6) avec § = arccos(a/2) €]0, [ on trouve e*? comme solution d’ot1 il existe (A, i) tels que

Dy (a) = Acos(nf) + psin(nb).
1 cosf _.
Onen déduitque A =1letpu= peowk Finalement
n

sin(6) cos(nd) + cos(0) sin(no) _ sin(n+1)6

Dy(a) =
(a) sin 0 sin 0
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4.4 Déterminants classiques

4.4.1 Déterminant de Vandermonde

Soit ay, . . ., a, des scalaires on pose
1 1 1
dp adp an
_| 2 L2 2
V(ao,....,an) =| ag af --- aj
n n n
ajy aj ar
Etudions les premiéres valeurs.
— Sin=1,V(ay) = 1.
— Sin=2,V(ayp,a1) = a; — ayp.
1 1 1
— Sin =3, il est plus simple de particulariser une valeur. On a V(ap, a1, x) =| ay a; x
2 2 .2
a; a; x

Si on développe par rapport a la derniére colonne

V(ag, a1, x) = x%(ay — ag) — x(a% - a(z)) + aoaf - alag = (a1 — ao) (x? — x(a1 + ao) + arap) = (a1 — ao)(x — a1) (x — ap).

On peut conjecturer que

V(ag,...,an) = 1—[ (aj — a;).

0<i<j<n

On le démontre par récurrence
On suppose que I'on sait le démontrer pour n et on veut le démontrer pour n+1. Soit x, une inconnue, on considere V (ay, . . ., ap, X).

En le développant par rapport a la derniere colonne on voit que

V(ag,...,an,x) =V(ag,...,an)x" +---
C’est donc un polynoéme de degré au plus n. De plus le coefficient dominant vaut V (ay, .. ., an).
— S’il existe i et j distincts tels que a; = a; alors V(a, . . ., an, x) = 0 = [[o<;icjcn(aj — ai) X [1}_(x — ax).
— Sia; # aj alors V(aq,...,an) # 0. Le polyndme n’est donc pas nul. De plus on sait qu’il s’annule en aq, ..., a, et que son
coefficient dominant est V(ay, ..., a,) d’'ou
n
V(ag,...,,an,x) = l—l (aj —a;) x l_[(x —ag).
0<i<j<n k=0

C’est ce que 'on voulait.

4.4.2 Déterminant triangulaire par blocs

—‘ Proposition 4.4.27 }

Soit M une matrice de .#,(K) pouvant s’écrire par blocs

M =
0 D

avec A € My (K), B€ My p-w(K) et D € My (K). On a

Det(M) = Det(A)Det(D)
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Démonstration : Il y a plusieurs démonstration de cette proposition.

— La premiére consiste a reprendre la formule générale du déterminant :

Det(M) = Z E(G)aa(l),l ***Ag(n),n

ceG,

Maintenant, pour tout p > n’ et ¢ < n’, apq = 0. De ce fait, dans la somme ci-dessus on peut ne garder que les permutations
o qui laissent [[n’ + 1; n]] stable. De ce fait, [[ 1; n’]] est aussi stable. Une telle permutation est donc donnée par une
permutation oy de [[ 1; n’ ]| et une permutation o, de [[ n’ + 1; n]]. On en déduit donc que

Det(M) = Z Aoy (1)1 oy () | X (Z gy (n+1)m+1 " aaz(n),n) = Det(A) x Det(D),

01€S,, 09 €S

ou S est 'ensemble des permutations de [[n’ + 1; n]].

— Une autre preuve consiste a écrire la matrice M comme un produit. On a

Maintenant en développant selon la derniére ligne n — n’ fois, on trouve que

A B
= Det(A)
0
De méme en développant n’ fois selon la premiére ligne, on a
I 0
= Det(D)
0 D
Donc Det(M) = Det(A)Det(D).
[m]
Exercices :
1. Montrer que si
A B
M =
C D

avec A € My (K), B € My n-w(K),C € My—y w(K) et D € My—,y (K) avec D inversible et qui commute avec C alors
Det(M) = Det(AD — BC)

2. Trouver

telle que
Det(M) # Det(A)Det(D) — Det(B)Det(C)
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—— Corollaire 4.4.28 |

Soit M une matrice triangulaire supérieure par blocs. De la forme

A * *
0 A, *
M =
0 0 *
0 0 AP

On a ,
det(M) = ]—[ Det(A;).
i=1

5. Utilisation des déterminants

5.1 Comatrice
| Définition 5.1.29 |

Soit A € My, (K). On appelle comatrice de A et on note Com(A) la matrices des cofacteurs.

1 0 2
Exemple : SiA=| -2 3 -1

3 2 2

8 1 -13

OnaCom(A)=| 4 -4 -1 |.Calculonsalors Com(A)T.A.Ontrouve —18I.Or Det(A) = —18.On trouve donc Com(A)T.A =

-6 -3 3
Det(A)I.

—‘ Proposition 5.1.30 }

Soit A € #,(K). On a Com(A)T.A = Det(A)I et A‘Com(A) = Det(A)I. En particulier, si A est inversible

o4 1
" Det(A)

Com(A)T.

Démonstration : Notons comme précédemment A = (a;;) et A;; le mineur associé a a;;. On note b;; = (—1)i+jAji les coefficients
de Com(A)T.

— Pour la diagonale : Soiti € [[1; n]] ona

n n
Z a;jbji = Z a;;(=1)™A;; = Det(A)(Formule de developpement par rapport a la ligne i)
=1 =1
— Hors de la diagonale : Soit (i, j) € [1; n]]* aveci # j. Ona

n

S = Z ajkby; = Z aik(—l)i+kAjk

k=1 k=1
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On remarque alors que

=D (=D A5 = (=™ Y (=17 A

k=1 k=1
De plus, si on considére la matrice A" = (a] j) obtenue en remplacant la ligne j de A par la ligne i de telle sorte que a; =
a, = a}k on obtient

S= (—1)i+j Z a}k(—l)HkAjk.

k=1
C’est donc Det(A’) qui est nul.
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