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On considère la matrice 𝐴 =

©­­­­«
−6 2 5

−2 2 1

−11 3 9

ª®®®®¬
.

On note 𝑎 l’endomorphisme canoniquement associé à 𝐴.

1. Déterminer les deux valeurs propres de 𝐴. On les notera 𝜆1 < 𝜆2

On sait que pour 𝜆 ∈ R, 𝜆 est une valeur propre si et seulement si det(𝐴 − 𝜆𝐼3) = 0. Or���������
−6 − 𝜆 2 5

−2 2 − 𝜆 1

−11 3 9 − 𝜆

��������� = −(𝜆
3 − 5𝜆2 + 8𝜆 − 4𝜆) = −(𝜆 − 1) (𝜆 − 2)2.

On en déduit que 𝜆1 = 1 et 𝜆2 = 2.
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2. Déterminer 𝑢1 et 𝑢2 tels que 𝐸𝜆1 (𝑎) = Vect(𝑢1) et 𝐸𝜆2 (𝑎) = Vect(𝑢2).

— Pour 𝜆1 = 1, on résout le système donné par la matrice

𝐴 − 𝐼 =
©­­­­«
−7 2 5

−2 1 1

−11 3 8

ª®®®®¬
.

Elle est visiblement de rang 2 et donc son noyau est de dimension 1. De plus le vecteur
𝑢1 = (1, 1, 1) est solution du système.

— Pour 𝜆2 = 2, on résout le système donné par la matrice

𝐴 − 2𝐼 =
©­­­­«
−8 2 5

−2 0 1

−11 3 7

ª®®®®¬
∼
©­­­­«
−8 2 5

0 −2 −1

0 2 1

ª®®®®¬
On a fait les opérations 𝐿2 ← 4𝐿2 − 𝐿1 et 𝐿3 ← 8𝐿3 − 11𝐿1. Elle est donc de rang 2 et donc
son noyau est de dimension 1. De plus le vecteur 𝑢2 = (1,−1, 2) est solution du système.
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3. La matrice 𝐴 est-elle diagonalisable?

□ Oui □✓ Non
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4. Déterminer 𝑢3 le vecteur de R3 dont la troisième composante est 1 et tel que (𝑎 − 2id) (𝑢3) = (1,−1, 2)
et donner la matrice de 𝑎 dans la base (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3).

Pour déterminer 𝑢3 on résout le système

©­­­­«
−8 2 5 1

−2 0 1 −1

−11 3 7 2

ª®®®®¬
∼
©­­­­«
−8 2 5 1

0 −2 −1 −5

0 2 1 5

ª®®®®¬
.

où on a fait les mêmes opérations. On trouve alors 𝑢3 = (1, 2, 1).
Par construction,

Mat(𝑢1,𝑢2,𝑢3) (𝑎) =
©­­­­«
1 0 0

0 2 1

0 0 2

ª®®®®¬
.
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