MP1 / MP2 DS 3 (bis) 2021 - 2022

Calculatrices interdites.

Les deux probléemes sont indépendants. L’énoncé comporte quatre pages.
Probleme |

Pour tout y € R, on notera |y| la partie entiére de y, c’est-a-dire 'unique entier relatif
ly] € Z tel que |y| <y < [y] +1.

Pour tout z € C, on notera |z| le module de z.

On dira qu'une fonction continue f : R — C est périodique de période T > 0 si pour tout
r€R,ona f(r+T)= f(x). Dans ce probléme, on supposera toujours que 7' =1 et on
dira simplement qu'une fonction continue f : R — C est périodique si pour tout z € R,
ona f(r+1)= f(x).

On notera C,, I'espace vectoriel de toutes les fonctions f : R — C continues et périodiques

muni de la norme || - ||, définie par
[ flloe = sup [ f ()|
zeR

Si f € Cper est une fonction continue et périodique que 'on suppose de plus de classe
C> sur R, on notera f™ pour tout m € N, la dérivée m-itme de f qui appartient
encore a I'espace Cper . On rappelle qu’une suite (fy),on de fonctions de Cp converge
uniformément vers f € Cpey lorsque lim,_, o || fn — f||,, = 0. Pour tout k € Z, on notera

e € Cper la fonction définie par
er(r) = exp(2wikz) pour tout z € R

Soit une fonction f € Cper . Pour tout k € Z, on définit ¢x(f) € C, le k-ieme coeflicient
de Fourier de f, par

() = / F(W)es(y)dy

Pour tous n, N € N, on définit les fonctions S, (f) € Cper €t on(f) € Cper PAr

Suf) = Y elfler et ox() =5y
n=0

k=—n

Su(f)

Partie | - Préliminaires

Le but de cette partie est d’étabir des résultats préliminaires qui seront utiles dans la
partie II.
1) Soit f :[0,1] — C une fonction continue telle que f(0) = f(1). Soit f : R — C la
fonction définie par f(z) = f(z — |z]) pour tout x € R. Montrer que f € Cpe
2) Montrer que toute fonction f € Cper est uniformément continue sur R.
3) Soit (2,),cn une suite de nombres complexes qui converge vers z € C. Montrer
que la suite de nombres complexes (Zy) yon definie par

1 N

Ty = ——
N N+1

converge aussi vers z.
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Partie Il - Théoreme de Fejér et application

Le but de cette partie est de démontrer le Théoréeme de Fejér qui affirme que toute fonction

f € Cper est la limite uniforme de la suite de polyndmes trigonométriques (S, (f))

neN

tout N € N, on définit la fonction Ky € Cpey par

4) Soit N € N. Montrer que
1
| rxtoy =1
0

5) Soient N € N et 2 € R\Z. Montrer que

B LGS L)

6) Soit f € Cper . Soient N € N et 2 € R.

a) Montrer que 1
(D) = [ (e =)y

b) En déduire que

o (f)(@) — f(z) = / (F(x — ) — F(2))Kn(y)dy

7) Théoréme de Fejér. Soit f € Cper -

a) Montrer que pour tout € > 0, il existe 0 < § < % tel que pour tout N € N et

tout x € R, on a
1 1
[ lrte =0 = s@lvtdy < et [ 1= 9) - f@lExt)y < <

b) Montrer que pour tout & €0, 3], il existe une constante x5 > 0 (qui dépend
de ¢ et de f ) telle que pour tout N € N et pour tout x € R, on a

1-6 P
| 1= = @l < 25

c¢) En déduire que la suite de fonctions (on(f))ys, converge uniformément vers f
8) Soit f € Cper une fonction que I'on suppose de plus de classe C* sur R.

a) Soient k € Z et n € N. Etablir une relation entre les coefficients de Fourier
ce(f) et e, (f™)

b) En déduire que les séries > ci(f) et > c_r(f) convergent absolument.
k>0 k>0

c) Montrer que la suite de fonctions (5, (f)),en converge uniformément vers f.
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Probleme Il

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On rappelle que I'on note £* = Z(E, K)
le K-espace vectoriel des formes linéaires définies sur F.

Pour tous entiers 7 et j, on note ¢;; par

1 sii— i
0ij = { l =
0 sinon
Soit # = (ey,...,e,) une base de E. On rappelle que I'on définit les formes linéaires

* *
€j,...,€, par

V(Z’j) € [[1an]]27 e;k(ej) - 52
Partie | - Préliminaires

1) Montrer que (e}, ... e}) est une famille libre de E*. En déduire que #* = (e3,. .., ¢€})

rn

est une base de E*.

2) Soit u € Z(F) et p € E*. Justifier que ¢ o u est une forme linéaire sur E et que

¢+ ¢ o u est un endomorphisme de E*. Nous le noterons u”.

3) Soit & = (ey,...,e,) une base de E. On note A = (a;;) la matrice de u dans la
base 4.

Calculer u” (e

*

*)(e:) pour i et j dans [1,n]. En déduire Matg- (u”).

4) Soit F* un sous-espace vectoriel de E*, on pose
(F") ={z e E, Vo e F" p(z) =0}

Ici, la notation F* ne désigne pas L (F,K) pour un sous-espace vectoriel F de
E ; cette notation est utilisée pour rappeler que c’est un sous-espace de E*. Aucun

sous-espace vectoriel F' de E n’est introduit par cette notation.
a) Montrer que (F*)° est un sous-espace vectoriel de E.
b) Un exemple : soit ¢ et 1) dans .Z(R?, R) définies par
@ (v1,m2,23) > 1+ 2+ 23 5 Y (21,29, 73) > 71 — 373
On pose F* = Vect(ip, 1). Montrer que pour x € R?, x € (F*)° si et seulement
si p(z) = ¥ (z) = 0. En déduire explicitement (F*)° et sa dimension.
On revient au cas général.
c¢) Soit F* un sous-espace de E* de dimension r et (¢1,..., ;) une base de F™*.
On considere 'application linéaire :
¢: E — K"
z = (@), en(T))
i) Déterminer le rang de ®.
ii) En déduire la dimension de (£*)° en fonction de celle de F™*

d) Soit u € Z(FE). On suppose que F* est stable par u’, montrer que (F*)° est

stable par u.
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Partie Il - Réduction de Jordan

5) Soit u un endomorphisme de E nilpotent. On note p € [1,n] son indice de nilpo-
tence et on considere ry € E tel que uP~(xq) # 0.
a) On note F' = Vect(zg, ..., u’ " (zg))
i) Justifier que F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u.
ii) Montrer que %,, : (uP~!(xy),...,xo) est une base de F.

iii) Déterminer la matrice de @ I"endomorphisme induit par u sur F' dans la

base %,

b) Montrer que pour tout entier naturel i, (u’)” = (u”)’. En déduire que u’ est

nilpotent et donner son indice de nilpotence.

¢) Soit ¢ une forme linéaire sur E telle que @(u?~'(zg)) # 0. On consideére le
sous-espace vectoriel G* = Vect(p, u” (), ..., (w7 (p)) C E*

i) Montrer que G* est stable par u’ et déterminer la dimension de G*.
ii) Montrer que F et (G*)° sont en somme directe. En déduire qu’ils sont

supplémentaires.

6) Pour tout entier r entier naturel non nul, on note J, € .#,(K) la matrice

0 1 o --- 0
Jr: 0
0 v i i 0

Montrer que pour tout endomorphisme u nilpotent, il existe une base % telle que

la matrice de u dans la base & s’écrive en blocs

Joy 0 .. 0
0 J
Maty(u) = . "2
: 0
0 ... 0 Jy
avec nq,...,n, des entiers tels que 1 <n, < --- < ny.

7) En déduire le nombre de classes d’équivalence pour la relation de similitude sur
I'ensemble des matrices nilpotentes de .Z,(K).
C’est-a-dire déterminer le plus grand entier naturel s pour lequel on peut trou-
ver des matrices Mj, ..., M nilpotentes de .#4(K) qui ne sont deux a deux non

semblables ?
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