MP1 / MP2 Corrigé du devoir libre 8 2021 - 2022

Partie I

1. Montrons que N4, est une norme :

i) N est a valeurs dans R, .

it) Noo(A) =0 = Vi € [1,n], Z la; ;| = 0. D’ou Vi € [1,n], Vj € [1,n] : |a;;| = 0 et donc A = 0.
=1

iii) VA € C Vi€ [1,n], > [Aaij| < [MNo(A), donc Nog(AA) < [A|Noo(A)
j=1

1 1
Si A # 0, Noo(A) = Na (}\AA) <[5 INoo(A4), done [A|Noo(A) < Noo(AA), d'ott 'égalité :

|)\|NOO(A) = NOO(AA)
SiA=0, l’égalité est triviale.
) Vi € [1,n] Z\aw + byl < Z]am\ + Z]b,ﬂ (A) + Noo(B), donc Noo(A + B) <

7=1
Noo(A) + Noo(B).

‘Noo est une norme sur ., (C) ‘

n n
2.(a) Siz=1(z1,"",2n), A(z) = (Y1, ,yn) = Zaszj,...,Zan’jzj
j=1 j=1

n
Donc pour tout i € [1,7n], on a |y;| < Z |am| 251 < [ D laigl | I2llse < Noo(A)]|2]|oo-
= 121 '
<12 co

Dot [ [ A(2)]loe < Noo(A)]2]|oc |

[A(2)]]oo

12l

(b) eVz e C"\{0}, IAG) oo < Noo(A) done No (A) majore ’'ensemble A = {

1]l oo

/% E(C"\{O}}.
e Soit ig € [1,n] tel que Noo(A) = Z‘aiod‘ et soit 2o = (e7,...,e7%") tel que 0; = 0 si

ai,; = 0 et 6; est un argument de a;, ; si celui-ci est non nul : a;y ; = |a;, ]|e g

n n

On a alors : [y;,| = Zaz‘o,j e =1 aig 1| =Y laig | = Noo(A).
j=1 j=1 j=1
Alinsi Noo(A) = [yio| < [[A(20)loo
A
Comme ||zp]|oc = max(1,...,1) =1, on a donc : Noo(A4) < [A4Go0) e < Noo(A). Cette derniere

1z0]l00
[1A(20) [l

ol est un élément de A.
20|/ 0o

inégalité étant vraie car

MG, ¢ oy

2|00

Noo(A) = sup {

(c) Soit A\g € Sp(A) tel que p(A) = |Ao| (il existe car A possede un nombre fini de valeurs propres) et

2o un vecteur propre (donc zp # 0) tel que A(zp) = Aozp, on a alors
A A A

AGOl: _ ool _ ol laolle _ 13— ot < o,
20| 0o [ [[20[[ o0

[p(4) < Noo(4)]
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3. Pour tout z non nul, [|[AB(2)|lcc < Noo(A)||B(2)|lcc < Noo(A)Noo(B) [|2]|c0

ainsi [145(z)lo0 < Noo(A)Noo(B) et on obtient

E

Noo(AB) = max [AB()lle0 < Nao(A)Noo(B).
zeC\{0}  |[2]]oo

4. (a) i) La fonction Ng est a valeurs dans R

)
i) Ng(A) =0 implique Q71 AQ = 0 ce qui implique que A = QOQ~! =
iii) No(AA) = Noo(Q™'AAQ) = [A[Ng(A)

)

) No(A+B) = Noo(Q™ 1 (A+B)Q) = Neo(Q ' AQ+Q ' BQ) < Noo(Q7'AQ)+ N (Q7'BQ) =
NQ(A) + NQ(B).
On en déduit que Ng est une norme.

Enfin No(AB) = Nw(Q '(AB)Q) = Neo(Q 'AQQ™'BQ) < Nwo(Q 'AQ)Nw(Q™'BQ) =
Nq(A)Nq(B)

‘NQ est une norme matricielle ‘

(b) Comme Ny est une norme matricielle :

VA € M,(C), No(A) = Naol @' AQ) < Nao( Q™) Nao(A) Noo(@) = Cp Nu(4) avec

Co = Noo(Q™) Neo(Q) > 0 car @ est inversible, donc Q et @' sont non nulles.

Note : En fait, Cg s’appelle le conditionnement de Q, c’est une notion importante qui intervient
dans la résolution numérique des systémes linéaires.

De maniere symétrique on a :

Neol4) = Nool Q(Q1AQ)Q ™) < Noo(Q)Noc (Q T AQ)Nwc Q1) = Cg No(A)

Finalement : VA € .2, (C) | ClQ Noo(A) < No(A) < Co Nao(A).

On voit que Dljl =D, ouq = (pl_l, oy pp ). Le calcul matriciel donne alors que si A = (a;;)

alors les coefficients b;; de la matrice DlleDp sont donnés par V(i, j) € [1,n]% bi; = pi_laijpj.

t11 t1es tiss? oo tyas"Tl
0
En notant T' = (t;5), on a facilement DngDS = 0 tn_9n5°
0 thn—1ns
0 0 tun

D’olt Npy(T) = Noo(Dg'TDg) = Hfax]{|tii\ + Pi(s)} ou Pi(s) = E |tij|s’ " est un polynome
i€ll,n =
j=i+1
de degré au plus n — 1 qui vérifie P;(0) = 0.

Comme une fonction polynéme est continue, donc continue en 0, pour cet € strictement positif

donné,
pour tout i € [1,n], il existe s; > 0 tel que , Vs €]0, s;], |Pi(s)| < %
On pose sp = min{sy,---,s,} > 0, donc pout tout i € [1,n], |ti| + Pi(so) < p(T) + %’ car les

valeurs propres de T sont les t;; d’oul on conclut :
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Npg(T) < p(T) + 5 < pl(T) +<

(c) Soit A € #,(C) alors A est trigonalisable (car son polynéme caractéristique est scindé) donc il

existe une matrice triangulaire supérieure T et une matrice inversible Q tel que A = QTQ!.
D’autre part il existe s € C" tel que Npg(T') < p(T) + €.

Or p(T) = p(A) et Npgy(T) = Noo(Dg'TDs) = Noo(Dg'Q 1 AQDgs) = Ngps(A). Posons donc
N. = Ngpg, on a alors N.(A) = Np (T) < p(T) +e =p(A) + ¢

| N(A) < p(A) +¢]

. On procede par double implication :

— Soit A\g € Sp(A) tel que p(A) = |Ao| et zp un vecteur propre tel que A(z9) = Aozo, on a
alors pour tout entier & : [|A¥(20)|loo < Noo(A¥)[|20]lco- D701 [[AE20]l00 < Noo(A¥)||20]/00 et donc
IMol*1120]lo0 < Noo(AF)[|20]/00- On en déduit alors 0 < [Ao|¥ < Noo(A¥). Comme klim AF =0, 0na

—00
lim Nuo(A¥) = 0 et par théoréme d’encadrement on obtient : lim |[Ao|¥ = 0 ce qui n’est possible
k—oo k—o0
que si |Ag| < 1, donc que p(4) < 1.

1-p(A
— Soit € > 0 tel que p(A) + & < 1. On peut prendre par exemple & = p(A)

. Posons enfin
qg=p(A)+e,onadonc0< g < 1. Dapres la question précédente, il existe une norme matricielle
N. telle que N.(A) < ¢q. On a alors 0 < N.(AF) < N.(A)¥ < ¢*. On conclut alors par théoréme

d’encadrement que lim N.(A%) =0
k—o0

En conclusion : | lim AF =0 < p(4) < 1
k—o0

Partie 11

. OnaGr(A) = D(4+3i,4) UD(~1+14,1) UD(5+ 6i,v/2 + 3) U D(—5 — 5i,5) et
Go(A) = D(44 30,2 ++/2) UD(—1 +1i,4) UD(5 + 6i,4) U D(—=5 — 5i,3)

— Go(A)
— GL(4)

®
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8.(a) Z = (21,...,2n) et on a les relations pour tout ¢« € [1,n] : Zmijzj = 0, donc myiz; =

j=1
n n n
> magzg, ot fmllzl < D Imyllzl <Y ImiglllZlle = Lill Zlo-
J=1,j#i =1, =1,

On choisit ¢ = p, un indice pour lequel ||Z]|s = |2p| # 0, on a donc :
[mppll| Zl|oc < Lpl| Zlloo- Dot = | [mypp| < Ly
(b) Soit A € Sp(A), M = A — M, n’est pas inversible donc le systeme (A — AI,,)Z = 0 admet une

solution non nulle d’ot il existe p € [1,n] tel que |my,| < Ly(M) (avec Ly(M) : la somme définie
n

au début de II avec une matrice M). Comme my, = a,, — A et que L,(M) = Z |m; ;
j=Lj#i

> (laij = 0]) = Ly(A) = Ly, on a donc
=1,
lapp — Al < Ly, ce qui veut dire A € Dy(A) C GL(A)

On a bien ‘ Sp(A) C GL(A) ‘

(c) Comme A est valeur propre de A SSI \ est valeur propre de ‘A, donc Sp(A) = Sp(*4). D’autre
part les sommes L; de A correspondent exactement aux sommes C; de A et les sommes C; de A
correspondent exactement aux sommes L; de ‘A. On en déduit Sp(A4) = Sp(*fA) C GL(*A) = G¢(4),
on conclut ’Sp(A) C GrL(A)NGe(A) ‘

P2 p3 pn
a1 012 57013 “a1n
p1 p3 Pn
D2 a1 ag 2 po a3 e D2 ag?n
9. On trouve Dy 'AD, = :
p1 P2 Pn—1
Pn an,1 P an,2 . n an,n—1 an,n

n
On en déduit que pour tout i € [1,n], L; = Z |a”] et donc
j=1,5#i ’
n
Di(D;;lADp) =< zeC s ’Z — am" <L;= Z |ai,j
j=1j#i
10. (a) Soit A\g € Sp(A) tel que p(A) = |Ao|, Ao est valeur propre de A donc g est aussi valeur propre

B et GL(D,'AD,) = | | Di(D, ' AD,).
=1

1

de D, 'AD, (méme polyndéme caractéristique) et donc d’aprés 8. b) il existe ¢ tel que [Ng — ay;| <

n
pj pj
L; = Z |aij|=*, donc [Xo| < law| + L = Z|am| L = ZPJ‘GZH donc p(A) = [Ao| <
= Di bi
=15 J=1 ‘=1
—Zp]|a”| max —Zp]]aw\ et ceci pour tout p > 0, donc p(A) est un minorant des
i€[Ln] pi

max — Z pjlaij| quand p > 0. Par définition de la borne inférieur on conclut :
i€[L,n] Pi j=

A) < inf -
p(A) < inf Zgﬁ]]pzz::pj\ asj]

(b) i. Montrer que le majorant de p(A) de la question précédente est supérieur ou égal a ? revient
3

1
a montrer que pour tout p > 0, nﬁax]] — Z Dj \am\ est supérieur ou égal a <
1,3] pi ]
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ii.

3
1 83
Supposons le contraire alors pour ¢ = 1,2, 3, on aurait — E pjlaij] < 3 d’ou en sommant

2]21
les 3 :
3 3
83
Z Z jlaij) < 3= =83,
3.1 3
Or pila —19—|—16f—f—16f—|-8f—|-8*+8f+8—.
ZZ; ; slais] n b3 p3 p2

1
D’autre part I’étude des variations de ¢t — ¢+ ; donne pour tout t > 0, t+ n > 2, on en déduit

que pour tout p; > 0 et pp >0 : b1 + b2 > 2, de méme pour les 2 autres. D’ou
p2 M

19+ 162L 11622 4821 L 928 L gP2 L P35 19 1L 16 % 24+ 8 x 248 x 2 = 83 ce qui donne
P2 b1 b3 p1 p3 P2

Z Zpy‘azﬂ : Absurde.

1= 1

Le majorant de la question 11.a) est supérieur ou égal a %

X-7 16 -8
XA = 6 X-7 8

-8 8 X+5
X+9 16 -8

= | X+9 X-7 8 |[(Ci+C1+0Cy)
0 8 X +5
1 16 -8

= (X+91 x-7 38
0 8 X+5
= (X +9)(X? - 18X +243) = (X +9)*(X —27)

On en déduit une valeur approchée (sic!) de p(A) : ‘p(A) =27, OOOOOO‘
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