MP1 / MP2 Devoir libre 10 2021 — 2022

Préliminaire
1. Montrer que, pour tout = €] — 1, 1],
+oo 2k
1 (k) k
1—2x - Z 4k X
k=0

Marche aléatoire

On considére Q = ZN" I’ensemble des suites indexées par N* & valeurs dans Z.
On définit les applications coordonnées, pour tout ¢ > 1,

X w=(w,wa,...) EQ—w; €Z

On admet que 'on peut construire une tribu B et une mesure de probabilité P sur €2, de sorte que les
X, soient des variables aléatoires, indépendantes et de méme loi donnée par

P(X1=1)=P(X; = 1) = -

On définit la suite de variables aléatoires (S,,n > 0) par

So(w) =0, Sp(w) = Z X;(w)

On définit enfin la variable aléatoire T" par
T: Q@ — N=N*U{+0}
o +oo si Sp(w) #0, Vn>1
inf{n > 1, S, (w) =0} sinon

Pour tout entier naturel n, on note E, = {T" > n}, pour n > 1, A? = {S, = 0} et pour k €
{0,...,n—1},

AL = (Se =0} () {5:#0)

i=k+1

32:2 T::6

S3=1

Figure 1 - Ici w commence par (1,1,—-1,1,—1,-1,—-1,1,1,—1).
w appartient a A et AS ainsi qu'a AJ, A3, .., A5, AT etc.



10.

11.

12.

Montrer pour tout 1 < k < n, pour tout (iy,...,i,_) € {—1,1}"7F,
P(Xk‘—l-l = il) . 'aXn = Zn_k) = P(Xl = ila s 7Xn—k: = ln_k)
Montrer pour tout 1 < k < n, pour tout (j1,...,Jjn—k) € 7"k que

P(Sk‘-i-l_Sk:jla"'asn_sk‘:jn—k):P(Slzjla"'asn—k:jn—k‘)

. En déduire rigoureusement que pour tout k € {0,...,n}

P(AR) = P(Sk = 0)P(Ey—)

Montrer I’égalité

1= P(Sk=0)P(En_)
k=0

Pour tout réel = de [0, 1], établir 1’égalité :

1 o oo
= (Z:O P(S, = O)x") (Z P(E,Jx”)

n=0

Pour tout entier naturel n, calculer P(S,, = 0).
Indication : on discutera suivant la parité de n.

En déduire que, pour tout = € [0, 1], on a

—+00
1
N P(Ey)a" =/ Rk
l1—=x
n=0

En déduire que pour tout réel x € [0, 1] :

1—\/1—x2:ZP(T:n)x”
n=1

En déduire que, pour tout n € N*,

1 2n
P =) =59 (4nn)

A laide de la formule de Stirling, déterminer un équivalent simple quand n tend vers l'infini

de P(T = 2n), puis de P(E,).
Montrer que 'on a : P(T' = +o0) = 0.



