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Nous allons continuer & étudier les espaces vectoriels normés. Dans ce chapitre K désigne R ou C. Sans précisions

autre, E désignera un espace vectoriel normé dont la norme sera notée ||.||.
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1 Topologie d’un espace vectoriel normé

1.1 Ouverts
] Définition 12.1 (Ouverts) \
Soit U une partie de E. On dit que c’est un ouvert de E si pour tout a dans U il existe & > 0 tel que la boule
ouverte B(a, §) soit inclus dans U.
Remarques :

1. La valeur de § peut dépendre de a.

2.

Cela signifie que si U est un ouvert, tout point « & coté » d’un point de U est encore dans U.

Terminologie : On peut dire que X est un ouvert ou que X est ouvert (sous-entendu un ensemble ouvert) voire ouverte
(une partie ouverte).
Exemples :

1.

Min(la — 1], |al)

Dans R, un intervalle ouvert est ouvert. Par exemple U =]0, 1. En effet soit a € U, on pose § = 5

et B(a,8) =]a—8,a+8[c]o,1[= U.

. Dans R, I'ensemble [0, 1] n’est pas un ouvert. En effet, pour a = 0 et pour § > 0, la boule B(a, ) n’est pas inclus

dans ]0, 1][.

. Les parties 0 et E sont des ouverts. Ce sont les ouverts trivaux.

n
. Soit E = K,[X] et si pour P = Z ar X  ||P)|oo = I\/Ikax|ak| alors F = {P € E| P(1) > 0} est un ouvert. En effet, soit

k=0
P € F.On adonc

n

P(1) = Z ar > 0.
k=0
4 . X P(1) . N ko ‘
Maintenant soit Q € B(P, ) ou d < , on peut écrire Q = Z b X" ou |ag — bi| < 6. De ce fait,
2(n+1) pare

00~ P < Y lag ~ bel < (n+1)5 < a0
k=0

Donc Q(1) = P(1) — |Q(1) —= P(1)| > @ > 0.

Exercice : Montrer que dans E = K[X] pour la norme infinie, F = {P € E | P(1) > 0} n’est pas un ouvert.

—‘ Proposition 12.2 }

Une boule ouverte B(a, r) de E est un ouvert de E.

Démonstration : Soit x € B(a,r). On a donc d(x, a) < r. Soit ¢ tel que d(x,a) + & < r. On a que B(x,¢) C B(a,r).
En effet pour y € B(x, ¢),

ly—all < [[(y—x)+(x—a)|| <d(x,y)+d(x,a) <d(x,a)+e<r.
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—‘ Proposition 12.3 }

Notons 7 I’ensemble des ouverts de E.
1. Les ensembles 0 et E appartiennent a .7

2. L’ensemble .7 est stable par intersection finie. C’est-a-dire qu’une intersection finie d’ouverts est
encore un ouvert.

3. L’ensemble .7 est stable par union quelconque. C’est-a-dire qu’une union d’ouverts est encore un
ouvert.

Remarques :
1. Un moyen mnémotechnique pour retenir que c’est une intersection finie est (IFO).
2. L’ensemble des ouverts n’est pas stable par intersection quelconque. Par exemple si on pose I, =]0,1 + %[ qui est

un ouvert de R. Alors I = ﬂ I, =]0, 1] qui n’est plus ouvert.

neN*
3. (Hors programme) L’ensemble .7 des ouverts de E est ce que 'on appelle la topologie de E.
Démonstration :
1. Déja dit.
n
2. Soit Uy, ..., U, des ouverts et x € (") U;. On sait que comme tous les U; sont des ouverts, pour chaquei € [[1; n]]
i=1

il existe r; tel que B(x,r;) C U;. Il ne reste plus qu’a poser r = 1Mln r; pour constater que B(x,r) C ﬂ U; et donc
<isn i=1

n
(M U; est ouvert.
i=1

3. Soit (U;);es une famille d’ouverts. On considére U = U U;. Soit x € U. Ll existe i € I tel que x € U;. Comme, pour

ce i, U; est ouvert, il existe r > 0 tel que B(x,r) C U; C U On a bien que U est ouvert.

1.2 Voisinages

Définition 12.4

Soit a € E. Un voisinage de a dans E est une partie X de E telle qu’il existe § > 0 tel que B(a, §) C X.

Remarques :
1. On peut aussi dire que X contient un ouvert contenant a.

2. Dans le cas ou E = R on étend la notion de voisinage pour définir les voisinages de +oo et de —co. Un voisinage
de +co contient un intervalle de la forme [M, +oo[ quand un voisinage de —co contient un intervalle de la forme
] — 00, m]
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:{ ATTENTION

Ne pas confondre les notions de voisinages et d’ouvert. Quand on parle d’un voisinage on parle toujours
d’un voisinage d’un point. De fait, un ouvert est une partie de E qui est un voisinage de tous ses points.

Exemples :
1. DansR, [0, 1] est un voisinage de %

2. DansE = R,[X] avec || 3 a;X*|| = Max{|a;| | i € [[0; n]]} l'ensemble F = {P € E | P(1) > 0} est un voisinage de
i=0

1
Q=X+1.0naQ(1) =2, ce de fait en posant § = T pour tout P € B(Q,5), P € F. Il suffit d’écrire P = Q+ H
n
ou H € B(0,6) donc |H(1)| < (n+1)||H|| < 1. On conclut en utilisant I'inégalité triangulaire :

P()z2Q()-|H1)|>22-1=1>0
Exercice : Reprendre I'exemple précédent dans R[X].

—‘ Proposition 12.5 }

Soit a € E.
1. SoitW,,. .., V,, une famille finie de voisinages de a dans E, I'intersection (), V; est encore un voisinage
de a.

2. Soit (V;);er une famille de voisinages de a dans E. L’union | J;¢; V; est encore un voisinage de a.

Démonstration : 11 suffit de reprendre la démonstration de la proposition analogue dans le cas des ouverts.

’ Définition 12.6 (Propriété Iocale)‘

Soit P une propriété. On dit qu’elle est vraie au voisinage d’un point a de E, s’il existe un voisinage de a ot elle
est vérifiée.

Remarque : 1l est équivalent de dire qu’il existe une boule ouverte contenant a (ou méme centrée en a) ou la propriété

est vraie.
Exemple : La fonction (x,y) — x% cos(y) est bornée au voisinage de a = (2, 1).

1.3 Fermés
Définition 12.7

Une partie X de E est un fermé si son complémentaire est ouvert.

Terminologie : On peut dire que X est un fermé ou que X est fermé (sous-entendu un ensemble fermé) voire fermée
(une partie fermée).
Exemples :

1. Dans E = R, un intervalle fermé X = [a, b] est fermé. En effet son complémentaire CzX =] — oo, a[U]b, +co[ est
ouvert.

2. Les parties 0 et E sont fermées.

:4 ATTENTION

La notion d’ouverts et de fermés ne sont pas contraire I'une de I’autre. Une partie peut-étre ouverte et fermée
(par exemple E en entier) comme elle peut étre ni ouverte ni fermé (par exemple |0, 1]).
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4 Proposition 12.8 (Propriétés des fermés) }

1. Soit X une partie de E, X est un ouvert si et seulement si CgX est un fermé.
2. Soit (Xj, ..., X,) une famille finie de fermés. L’union J; X; est un fermé.

3. Soit (X;)iesr une famille de fermés. L’intersection ();¢; X; est un fermé.

Démonstration :

1. Soit X C E,
CeX fermé — (g (CEX) ouvert <= X ouvert

2. Par définition, pour touti € [[1; n]], CgX; sont des ouverts. On a alors

CE(U Xl-)= () Cex;

1<i<n 1<i<n

Donc Cg ( U X;]estun ouvert,dou |J X; estun fermé.

1<i<n ) 1<ign

3. Cela se démontre en passant au complémentaire comme ci-dessus.

—‘ Proposition 12.9 }

Les boules fermées et les sphéres sont fermées.

Démonstration :

— Commencons par le cas des boules fermées. Soit B la boule (fermée) de centre a et de rayon r > 0, son complé-
mentaire CzB = {x € E | d(x,a) > r} est un ouvert. En effet soit x € CgB, d(x,a) > r. Si on pose § tel que
d(x,a) — 8 > r (on peut prendre par exemple § = %) alors B(x, ) ¢ CgB. En effet, pour tout y € B(x, d),

lly —all = ll(y —x) + (x )|l > [Ix —al| - [ly - x[| > d(x,a) =6 >r.

On a bien montré que CgB était un ouvert et donc B est un fermé.

— Traitons le cas de la sphére fermée S = S(a,r) = {x € E | d(x,a) = r}. Il suffit de remarquer que S = B(a,r) N
CEeB(a, r). Cest donc l'intersection de deux fermés. !

O

Remarque : En particulier les singletons qui sont les sphéres de rayon 0 sont des fermés.
Exemples :

1. Toute partie finie de E est un fermé car c’est une réunion finie de singleton qui sont des fermés.

2. Pour toutn € N*, I, = [%, 1] est un fermé mais U I, =]0, 1] n’est pas fermé.
neN*

1.4 Points intérieurs et intérieur

Définition 12.10 (Points intérieurs) \

Soit X une partie de E.
1. Un point a de X est dit intérieur a X s’il existe § > 0 tel que B(a, §) C X.

2. L’ensemble des points intérieurs de X s’appelle I'intérieur de X. Il se note X.

1. On peut aussi le faire a la main. On montre que CES est un ouvert. Soit x € CES. Onadoncd(a,x) #r.
— Sion est dans le cas ou d(a, x) > r 'argument ci-dessus est encore valable.
— Sion est dans le cas ou d(a, x) < r on a un argument analogue.

On a donc que CES est un ouvert et donc S est un fermé.
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Remarques :
1. Un point a de X est donc un point intérieur a X si X est un voisinage de a.

2. Par définition X € X. On a égalité si et seulement si tous les points a de X sont intérieurs a X ce qui signifie que
X est ouvert.
Exemples :
1. Soit X =]0, 1]. Les points a appartenant a |0, 1| sont des points intérieurs a X. Par contre a = 1 n’est pas un point
intérieur. On a donc X =]0, 1[.

2. Soit B la boule fermée de centre a et de rayon r. Ses points intérieurs sont ceux qui sont dans la boule ouverte de

centre a et de rayon r. C’est-a-dire B(a,r) = B(a,r). En effet,
— six € B(a,r), comme B(a,r) est un ouvert, il existe § tel que

B(x,8) c B(a,r) C B.

— six ¢ B(a,r) on a donc d(a, x) = r. Maintenant pour tout § > 0, on pose

On a donc
ly—xll =2
=2
y 2

donc y € B(x, ) mais

y—azy—x+x—a=(1+ )||x—a||>||x—a||=r‘

2[|x - al|

Donc y ¢ B. On en déduit que x n’est pas intérieur.

—‘ Proposition 12.11 }

Soit X une partie de E.
1. Son intérieur X est ouvert et C’est le plus grand ouvert contenu dans X.

2. On a donc : X ouvert & X = X.

Démonstration : Il est clair que X est inclus dans X. Il reste & montrer que X est un ouvert et que tout ouvert inclus

dans X est inclus dans X.
— Soit U € X un ouvert inclus dans X, alors U C X. En effet soit x € U, comme U est ouvert il existe une boule
B(x, §) centrée en x qui est inclus dans U et donc dans X. De ce fait, x est un point intérieur 8 X. On a bien U C X.

— Montrons que X est un ouvert. Soit x € X. C’est donc un point intérieur a X. Par définition, il existe § > 0 tel

que B(x,5) € X. Maintenant, pour tout y € B(x, §/2), il existe une boule ouverte B(y, ¢) (ot ¢ = g) inclus dans

B(x, §) (car cette derniére est ouverte). Donc B(y, €) C B(x, ) C X. On en déduit que y est un point intérieur a X
c’est-a-dire que X est un ouvert.

On a bien montré que X estle plus grand ouvert contenant X. ]

Exercices :
1. Determiner Q.
2. Déterminer I'intérieur d’un sous-espace vectoriel strict.
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1.5 Points adhérents et adhérence
| Définition 12.12 ]

Soit X une partie de E.

1. Un point a de E est un point adhérent a X si pour tout § > 0 la boule ouverte centrée en a de rayon §
rencontre X (X N B(a, 8) # 0).

2. L’ensemble des points adhérents a X s appelle 'adhérence de X. Il se note X

Remarque : Tout point a de X est adhérent 4 X car a € X N B(a, §). On en déduit que X C X.
Exemples :

1. SiX =]0, 1], tous les éléments de X sont adhérents & X. De plus 0 est adhérent a X. L’ensemble des points adhérents
est donc [0, 1].

2. Soit X = B(a,r).
— Tous les points de B(a, r) sont adhérents a X.
— Soit x tel que d(a, x) > r.Le point x n’est pas adhérent a X. En effet, on considere § > 0 tel que d(a,x) > d+r.
Pour y € B(x, ),
d(a,y) > d(a,x) —d(x,y) >d(a,x) —r> 9§
Cela montre que B(x, 8) N B(a,r) = 0 et donc que x ¢ X.

— Les points de la sphére S(a, r) sont adhérents a X. Soit x tel que ||x — a|| = r et § > 0, il existe un élément y
appartenant a B(a,r) N B(x, ). Quand é < r, (le cas § > r est évident) il suffit de prendre

a—Xx

y=x+0—m—.
2[|la - x||

é
1l est clair que y € B(x, §) par construction, de plus ||y — al| = (1 - m) [lx—all <r.
xX—a

On a montré que B(a,r) = B(a,r).

—‘ Proposition 12.13 }

Soit X une partie de E,

CE)O(=CEX et CEX=CE)_(

Démonstration :

Soita € E,
aé X
V& > 0,B(a,6) ¢ X
V§ > 0,3x € B(a, ) N Cex
V8> 0,B(a,8)NCpX £0
ace CEX

ac CE}D(

11rn

Pour la deuxiéme partie, il suffit d’appliquer I'assertion démontrée a (X et de prendre le complémentaire.

—{ Proposition 12.14 }

Soit X une partie de E. Son adhérence X est le plus petit fermé contenant dans X. En particulier, X est fermé
si et seulement si X = X.
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Démonstration : D’apres ce qui précede, CeX = CpX qui est donc un ouvert d’ou X est un fermé.

Maintenant, on a vu que X C X.

Pour finir soit F un fermé contenant X. En prenant le complémentaire on en déduit que CgF est un ouvert contenu
dans CgX (car le complémentaire est décroissant). De ce fait,

CeF c CeX
Donc, en reprenant le complémentaire,
X = Cg (CeX) = Ce[CeX| c Ce (CeF) = F.

O

Remarque : On peut refaire une preuve « a la main » dans I’idée de celle de la proposition analogue pour I'intérieur.
Exercices :
1. Determiner Q.

2. (Classique) Montrer que 'adhérence et I'intérieur sont croissant

3. Que dire de X et de )T(?

1.6 Caractérisation séquentielle des points adhérents et des fermés

La définition des fermés comme complémentaire des ouverts n’est pas la plus aisée pour montrer qu’un ensemble
est fermé. Nous allons mettre en évidence, une méthode pour montrer qu'un point est un point d’adhérent (ou qu’un
ensemble est fermé) a 'aide de suites.

—‘ Théoréme 12.15 (Caractérisation séquentielle des points adhérents et des fermés) }

Soit X une partie de E.
1. Soit a € E, il est adhérent a X (c’est-a-dire a € X) si et seulement sil existe une suite (x,) d’éléments
de X qui converge vers a.

2. L’ensemble X est fermé si et seulement si toute suite (x,) d’éléments de X qui converge (dans E) a sa
limite dans X.

Remarques :

1. La premiére assertion illustre bien qu’un point adhérent a X est bien un point qui appartient a X ou qui est juste
«acoté» deX.
2. La deuxiéme assertion illustre la notion de fermé. Cela signifie que I'on ne peut pas « sortir » de X.
Démonstration :
1. - On suppose que a est adhérent a X. De ce fait pour tout entier n, B(a, =) N X # 0. Il existe donc

> n+l
un élément x, € B(a, ﬁ) N X. La suite (x,) est bien une suite d’éléments de X. De plus, par construction,

[lxn — al| < ﬁ donc (x,) — a.
Notons que I'on peut faire la méme preuve avec les boules B(a, d,) ou () est une suite qui tend vers 0.

— On suppose qu’il existe une suite (x,) € XN telle que (x,) — a. Montrons que a est alors un point
adhérent de X. Soit § > 0, B(a, ) rencontre X. En effet il existe un terme de la suite (x;,) tel que ||x, —al| < 6.

2. - On veut montrer que si X est fermé alors toute suite a valeurs dans X convergente (dans E) a sa limite
dans X. Soit (x) € XN et a = lim(x,). D’aprés 'énoncé précédent a est adhérent a X et donc a € X car X
est fermé (X = X).
- Soit a € X. D’aprés ce qui précéde, il existe une suite (x,) d’éléments de X tels que (x,) — a. Par
hypothése, on obtient donc que a € X. Finalement, X = X ce qui montre que X est fermé.
mi

Remarque : C’est souvent cette caractérisation que I'on utilise pour montrer qu’un ensemble est fermé.

—‘ Proposition 12.16 }

Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel. S’il est de dimension finie alors il est fermé.

263



Démonstration : Considérons une base (ej,...,e,) de F. Soit (x,) une suite d’éléments de F qui converge vers un
élément x dans E. Supposons par I'absurde que x ¢ E et considérons F’ = F @ Vect(x); on note alors e,y; = x car
(e1,...,€p,x) est une base de F’. La suite (x,) est une suite convergente de F’ qui est de dimension finie. Pour tout
i€[[1;p+1]], e : F+> Kestune application linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie donc elle est continue.
On en déduit que pour touti € [[1; p+1]], (ef(xn)) — €] (x) ce qui est absurde car pour tout entier n, e;Jrl (xp) =0et
e; () =1 m]
Remarque : Cela n’est plus vrai si F n’est pas de dimension finie.

Par exemple, si on consideére E = 4°([0, 1], R). On considére la norme ||.||; sur E. On considére F = {f € E, £(0) = 0}.
Pour tout entier naturel n non nul on pose f, : x > x'/" qui appartient 4 F. La suite (f;,) converge dans E vers la fonction
constante égale a 1 notée g car pour tout entier n,

n+l

1
1 1 ntl
tn n 1
—gls = 1—t/"dt= [ 1-¢"dr=1- =1- =
[1fn =gl /OI I /0 | 1 a1

n

Cela montre que ||f, — gl|1 - 0. Par contre g ¢ F.
n—+0oo

:4 ATTENTION

Soit F un sous-espace vectoriel strict (c’est-a-dire F # E). Son intérieur est vide.
Soit u un vecteur qui n’est pas dans F. Soit x € F, pour tout § > 0, w = x + gﬁ n’appartient pas a F par

construction et w € B(x, d). On en déduit que x ¢ F et donc F = 0.

Exercice : (CLASSIQUE) On note S,(R) I'ensemble des matrices stochastiques, c’est-a-dire les matrices M = (m;;) €
My (R) telles que

LVGj)ell1;n]*m;>0

2. Vjell1;n]l, XL, mj=1

Montrer que S, (R) est un fermé de (.4, (R), ||.||e)

— En montrant que son complémentaire est ouvert.

— En utilisant la caractérisation séquentielle.

1.7 Frontiére

Pour toute partie X de E, on a vu que X ¢ X c X. La frontiére d’une partie est la différence entre son adhérence et
son intérieur. Dans le cas des boules (ouvertes ou fermés) ce sont les sphéres.

Définition 12.17 |

Soit X C E, on appelle frontiére de X et on note dX = X \ X.

Remarque : Comme 90X = Xn CEX c’est un fermé comme intersection de deux fermés.
Exemples :
1. Si X est une boule (ouverte ou fermée) de centre a et de rayon r alors X est la boule fermée et X est la boule
ouverte donc 9X est la sphére S(a,r).
2. Si X est ouvert et fermé alors 0X = 0.

Exercice : Calculer 9]0, 1] et 9Q.

1.8 Densité

La notion de parties denses vues en premiere année dans le cas ol E = R s’étend au cadre général des espaces
vectoriels normés.

Définition 12.18 (Densité) \

Soit X une partie de E. Elle est dit dense (dans E) si X = E. C’est-d-dire que tout point de E est adhérent a X.
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—‘ Proposition 12.19 }

Soit X une partie de E. Les assertions suivantes sont équivalentes
i) X est dense
ii) Toute boule ouverte B(a, §) ou § > 0 rencontre X.

iii) Pour tout point a de E il existe une suite (x,) d’éléments de X convergeant vers a.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser les propositions vues sur les points adhérents. ]

Exemples :

1. Dans le cours de premiére année on a vu que Q 'ensemble des nombres rationnels et CrQ I'ensemble des nombres
irrationnels sont dans dans R. Il suffit d’approcher tout nombre par un décimal ou par 7 + r ou r est un décimal.

Exercice : Montrer que GL,(C) est dense dans ., (C).
—‘ Théoreme 12.20 (Théoréeme de Stone—Weierstrass)}

Soit f une fonction continue sur un segment I a valeurs dans K. Pour tout ¢ > 0 il existe une fonction
polynomiale P telle que ||f — P||e < ¢. En particulier, f est limite umforme de fonctions polynomiale ce qui

signifie qu’il existe une suite (P,) de fonctions polynomiales telle que P, < f .

Démonstration : Voir devoir O

Exemple : Soit f une fonction réelle continue sur [g, b]. On suppose que pour entier n,

/ f(Hthdt =
On veut montrer que f n’est pas nul.
On remarque d’abord que par linéarité, pour tout polynéme P,

b
/ f(@)P(t)dt = 0.

Maintenant pour ¢ > 0, il existe d’apres le théoréme de Stone-Weierstrass un polynoéme P tel que ||f — P|| < &.Ona
alors

b
2()dt (ﬂﬂﬂm+/anXﬂﬂ—HﬂMt

N

+

b
/'ﬂoum—PMMt

b
/ f()P(t)dt

N

b
0+£/ |f(t)|dt

b b
Maintenant la valeur / |f(t)|dt est fixé donc en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient que f2(t)dt = 0 et donc
a a

f=o.

1.9 Invariance par changement de normes équivalentes

On a déja vu que si on remplace la norme ||.|| par une norme N qui lui est équivalente, on ne modifie pas le caractére
convergent des suites. Nous allons voir que cela ne modifie pas toutes les propriétés topologiques définies précédemment.

— Théoréme 12.21 |

Soit ||.|| et N deux normes équivalentes sur E et X une partie de E.
1. La partie X est ouverte pour ||.|| si et seulement si elle est ouverte pour N.
2. La partie X est fermée pour ||.|| si et seulement si elle est fermée pour N.
3. L’adherence (resp. 'intérieur) de X pour ||.|| est 'adhérence (resp. I'intérieur) pour N.
4

. La partie X est dense pour ||.|| si et seulement si elle est dense pour N.
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Remarque : Cela signifie aussi que sia € E et X C E le fait que a soit adhérent a X ou que X soit un voisinage de a ne
dépend pas de la norme.
Démonstration :

1. Soit X une partie ouverte pour N. Montrons qu’elle est ouverte pour ||.||. Soit a € X, comme X est ouverte pour
N, il existe § > 0 telle que By (a,§) C X. On sait qu’il existe C > 0 tel que N < C||.|| donc By ||(a, g) C Bn(a,d)
donc il existe §’ = % tel que By|||(a,8") C Bn(a,d) C X. On en déduit que X est ouvert pour ||.|[.

L’implication inverse est identique par symétrie en utilisant qu’il existe C’ > 0 tel que ||.|]| < C'N

2. Cela découle de 1. en passant au complémentaire.

3. Pour 'adhérence (resp. I'intérieur) il suffit d’utiliser que c’est le plus petit fermé contenant X (resp. le plus grand
ouvert contenu dans X).

4. Cela découle de I'invariance de I’adhérence.

:4 ATTENTION

Ce résultat n’est plus vrai pour des normes qui ne sont pas équivalentes. Si on considére E = €°([0, 1],R)
etX={feE|f(0) =0}
— On peut voir que X est un fermé pour ||.||«. En effet soit (f,) une suite de fonctions qui tend vers f
pour ||.||e alors, en particulier, (f;,(0)) tend vers (f(0)) et donc f € X.

— Pour [|.||1, X n’est plus fermé. Il est méme dense dans E, on peut « approcher » toute fonction f de E
par une fonction g de X telle que ||f —g||; < e.

1.10 Topologie induite

Soit A une partie de E les notions d’ouverts (et de fermés) de E permettent de définir des ouverts (et des fermés) de
A.
Exemple : Si on considére E = R? et A la boule fermée unité. On veut dire que si H = {(x,y) € R? | x > 0} alors HN A
est un ouvert. En effet, si on oublie ce qui se passe « en dehors » de A, si « € H N A alors tous les points « proches » de
a sont dans H N A.

| Définition 12.22

Soit X une partie de A. On dit que X est un ouvert relatif de A si pour tout x de X, il existe § > 0 tel que
B(x,6) N A C X.

:4 ATTENTION

1l est important de voir que I’on ne demande pas que I'intégralité de la boule soit sans X mais juste B(x, ) NA
que 'on appelle sa trace sur A.

Exemples :

1. Sion considére A =)0, 1] alors I'ensemble X =]0, 1] est un ouvert relatif a A, en effet pour tout x € A, B(x,1)NA C
A.

2. De maniére générale, A est toujours un ouvert relatif de lui méme.

Définition 12.23 |

1. Soit X une partie de A. On dit que c’est un fermé relatif de A si CaX est un ouvert relatif de A.

2. Soit X une partie de A et x € X. On dit que X est un voisinage relatif de x dans A s’il existe § > 0 tel que
B(x,0) NAcC X.

Exemples :
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1. Pour A = R, l'intervalle X =]0, 1] est un fermé relatif car son complémentaire (dans A) | — oo, 0[U]1, +oo| est un
ouvert relatif (car c’est un ouvert de R).

2. Dans A = N, tous les singletons sont des fermés relatifs (car ce sont des fermés). Ce sont aussi des ouverts relatifs
pour A car pour n € N, B(n, %) N A c {n}. De fait, toutes les parties de A sont des ouverts relatifs (et donc des
fermés relatifs). On dit alors que A est une partie discréte.

—‘ Proposition 12.24 (Caractérisation séquentielle des fermés relatifs) }

Soit X une partie de A. C’est un fermé relatif de A si et seulement pour toute suite (x,) d’éléments de X qui
converge dans A a sa limite dans X.

Démonstration : 11 suffit de reprendre le principe de la démonstration de la caractérisation séquentielle.

— On suppose que X est un fermé relatif a A donc U = C4X est un ouvert relatif 2 A. Maintenant si (x,,) est une
suite d’éléments de X qui converge dans A. On note ¢ sa limite. Supposons par ’absurde qu’elle n’est pas dans X,
elle est donc dans U qui est ouvert. On peut donc trouver § > 0 tel que B(¢,8) N A C U ce qui est absurde car cela
implique que ||x, — ¢|| = 6.

- Par contraposée, montrons que si X n’est pas un fermé relatif (donc si U = (4X n’est pas un ouvert relatif
a A) alors on peut trouver une suite (x,) d’éléments de X convergeant dans A mais pas dans X (c’est-a-dire dont
la limite appartient a U). 1l suffit d’utiliser que, comme U n’est pas ouvert, il existe € U tel que pour tout n,
B(¢, ﬁ) N A contient un élément qui n’est pas dans U donc qui appartient a X.

[}

Exemple : On peut montrer que X =]0, %] est un fermé de ]0, 1]. En effet soit (x,) une suite de ]0, %] qui a une limite
dans ]0, 1] alors sa limite appartient & X.

—‘ Proposition 12.25 }

Soit A une partie de E.

1. La partie X est un ouvert relatif de A si et seulement s’il existe un ouvert U de E tel que X = U N A.
On dit que X est la trace de U.

2. La partie X est un fermé relatif de A si et seulement s’il existe un fermé F de E tel que X = FN A. On
dit que X est la trace de F.

Démonstration :

1. - On suppose que X est un ouvert relatif. On sait alors que pour tout x de X, il existe Jy tel que B(x, 6x) N
A c X. Posons
U= U B(x, 5y)
xeX

11 est clair que U est un ouvert (de E) comme réunion d’ouverts. De plus, X C U par construction, comme
X c Aonabien X c U N A. Inversement,

UNA-= U(B(x,(Sx) NA) c X.
xeX

— Soit U un ouvert de E tel que X = U N A. Soit x € X, il existe § > 0 tel que B(x,8) c U donc
B(x,0)NAcCcUNA=X.

2. Découle de 1. en passant au complémentaire.

— Corollaire 12.26 |

Soit A une partie de E. L’ensemble des ouverts relatifs de A est stable par intersection finie et par réunion
quelconque.
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2 FEtude locale d’une application
Nous allons dans ce chapitre généraliser la notions de limite et de fonctions continues au cas des fonctions f d’un

espace vectoriel normé (E, ||.||g) dans un autre (F, ||.||r). Cela généralise les cas déja étudié en premiére année ou E et
F valent R ou C.

2.1 Limite en un point adhérent

| Définition 12.27 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) da valeurs dans un autre
(F, ||-lF)- Soit a un point adhérent @ A et £ € F. On dit que f tend vers £ quand x tend vers a si

Ve>0,3n > 0,Vx € A ||x —al|lg = ||f(x) — £]|F < &

On note alors
fx) —¢
xXx—a

Remarques :
1. Dans le cas des fonctions de R dans R, la définition peut s’écrire avec des intervalles. La on peut Iécrire avec des
boules. On a f(x) — ¢ si et seulement si pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que f(B(a,n)) C B(¢,¢).
xX—a

2. On peut écrire cette définition avec des inégalités strictes (c’est-a-dire des boules ouvertes) car pour ¢, la boule
fermée de rayon £ est inclus dans le boule ouverte de rayon ¢. Donc, pour cette boule fermée, il existe un 7 tel que

f(B(a,n)) c B(t,£). On a alors
f(B(a,n) c f(B(a,n)) € B(¢, g) C B(4¢)

3. On peut reformuler cette définition avec des voisinages relatifs. En effet cela peut s’écrire que pour tout voisinage
¥ de ¢ il existe un voisinage relatif %/ de a dans A tel que f(%) c V.

Définition 12.28 (Extension aux cas ol a = co et £ = o0) ‘

On reprend les mémes notations

1. On suppose que A n’est pas borné. On dit que f tend vers £ € F quand ||x||g — oo si
Ve>0,AM e RVx € A ||x|[g 2 M = ||f(x) —¢||F < e

On note alors f(x) —
[lx|[g—e0

Noter que c’est ||x||g — oo et pas x — co.

2. SiF =R. Soit a un point adhérent a A. On dit que f tend vers co quand x — a si
VM eR,3n >0,Vx € Allx —allg <n = |f(x)| > M.

On note alors f(x) — oo.
X—a

3. On suppose que E = R. On suppose que A n’est pas majoré (resp. n’est pas minoré). On dit que f tend vers
¢ € F quand x — +oo (resp. quand x — —o0) si

Ve>0,IM eRVx €A x> M= ||f(x)—¢t|lr <e

(resp.Ve > 0,Am e RVx e A x < m = ||f(x) —¢||r < €).

On note alors f(x) - t (resp. f(x) — ).
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4 Proposition 12.29 (Unicité de la Iimite)}

On reprend les mémes notations. On suppose qu’il existe £ et £’ dans F tels que f(x) — fet f(x) — ¢'.
X—a X—a

Onaalors ¢ =¢'.

Terminologie : Quand f(x) — ¢ on dit £ est la limite de f quand x tend vers a et on note
xX—a
lim f(x) =¢ou limf =¢.
X—a a

Démonstration : 11 suffit de recopier la démonstration usuelle. m|

—‘ Proposition 12.30 }

Avec les mémes notations. Silim f = ¢ alors f est bornée au voisinage de a.
a

Démonstration : Il suffit de prendre ¢ = 1 par exemple. Il existe alors 7 tel que si x appartient a B(a, ) N A alors
f(x) € B(£,1). O

—‘ Théoreme 12.31 (Caractérisation séquentielle de la limite) }

Soit f une fonction de A dans F. Soit a un point adhérenta Aet ¢ € F.

(li;n f= {’) — (V(u,,) € AN lim(un) = a = lim(f(uy)) = z) .

Démonstration :
— On suppose que lim f = £. On considére une suite (u,) € AN qui converge vers a, on veut montrer que
a
lim(f(u,)) = ¢, c’est-a-dire

Ve>0,IN e NVneNn> N = ||f(u,) —¢|| < ¢

Pour ¢ > 0, comme lim f = ¢, il existe > 0 tel que pour tout x de A, si ||x — a||g < 5 alors ||f(x) — £||F < &

a
Maintenant pour ce 7, comme lim(u,) = a, il existe N € N tel que pour tout entier n, n > N = ||u, —al|| < 5. On
a donc

n> N o [|f () - f]] <.
On a bien lim(f(u,)) = ¢.

- On procéde par contraposée. On montre que si la limite de f en a n’est pas ¢ (ce qui signifie que 'on peut
avoir lim f # £ ou que f n’a pas de limite en a) alors il existe une suite (u,) € AN qui tend vers a et telle que
a

(f (up)) ne tend pas vers £. Le fait que la limite de f en a n’est pas ¢ signifie que

e >0,Vp > 0,3x € A,

Ix —alle <met]lf(x) - tllr > e

1
On prend alors un ¢ vérifiant I’assertion ci-dessous et on I’applique pour 1 = 1 On peut alors construire une
n

suite (x,) telle que

1
VneN,||lx, —al| < —
n+1

donc (x,) = aetVn e N, ||f(x,) — £||r > e donc (f(x,)) ne tend pas vers £.

—‘ Proposition 12.32 }

Soit f une fonction de A dans F. Soit a adhérent a A et £ € F.

(imf =€) = (lm|1fGx) - ell =0)
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Démonstration : Exercice. O

—‘ Proposition 12.33 }

Soit (Fy, [|-1l1)s - - -» (Fn, ||.]1n) des espaces vectoriels normées. On pose F = F; X - - - X F,, avec la norme produit
notée ||.||r. Soit f une application d’une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) dans F. On note pour
touti € [[ 1; n]] la i-eme composante telle que

Vx € A f(x) = (L(x), ..., fu(x)).

Soit a un point adhérenta Aet £ = (f1,...,4,) € F.

(li(rznle’) — (Vie[[l;n]],liénfi:fi).

Démonstration :
— On suppose que (lim, f = ¢). On a donc que ||f(x) — ¢|| — 0. Pour tout i,
xX—a

1fi(x) = &l < 11f (x) = €Il — 0.

On a donc bien que pouri € [ 1; n]], lim, f; = ¢.
— On suppose que pour tout entier i dans [[ 1; n]], lim f; = ¢. Pour tout ¢ > 0 et pour touti € [ 1; n]], il existe
a

n; tel que
Vx € Allx—alli <mi = [lfi(x) -4l < €

11 suffit donc de poser n = 1I\/Iin ni.

<isn

O

Remarque : En particulier, si F est un espace de dimension finie et si & = (e, ..., ;) est une base de F. Pour f : A — F,
on peut noter f; = e} o f la i-eme composante de f dans la base %. On a alors pour a adhérenta A et £ = f1e;+- - - +4yep :

(li;nf:[) — (\ﬁe[[un]],hglﬁ:a).

2.2 Composition

—‘ Proposition 12.34 (Limite d'une composée) }

Soit (E, ||.||g), (F, ||-||r) et (G, ||-||g) trois espaces vectoriels normées. Soit A une partie de E et B une partie
de F. On consideére f une application de A dans F telle que f(A) C B et g une application de B dans G. Soit
a un point adhérent de A et b € F. On suppose que lim f = b. Alors
a
1. Le point b est adhérent a B.
2. S’il existe ¢ € G tel que lilgng =t alorslimgo f =¢.
a

Démonstration :

1. Comme a est adhérent a A, il existe une suite (x,,) € AN telle que (x,) — a. Comme, de plus lim f = b alors la
a

suite (f(x,)) tend vers b. Mais comme (f(x,)) est une suite d’éléments de B on obtient que b € B.

2. Utilisons (pour changer) la définition de la limite par des voisinages. On sait que pour tout voisinage #; de ¢ dans
G, il existe un voisinage relatif %}, de b dans B tel que g(¥#;) C ¥;. Maintenant pour le voisinage ¥} est la trace
dans B d’un voisinage ¥’ de b dans F. Pour ce voisinage, il existe un voisinage relatif ¥, de a dans A tel que
f(¥a) € ¥].Onaméme f(7¥,) C ¥, car f(A) C B. Finalement (g o f)(¥3) C %.

O
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2.3 Opérations sur les limites

—‘ Proposition 12.35 (Combinaisons linéaires) }

Soit fi, f deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) & valeurs dans un
autre (F, ||.]|F). Soit a un point adhérent & A. Soit A € K (ou K est le corps de base de F). Silim f; = # et
a

lim f, = ¢ alors lim(fi + f2) = &1 + &, et im Af; = A4;.

Démonstration : Exercice O

—‘ Proposition 12.36 (Produit) }

Soit fi, f deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) & valeurs dans un
autre (F, ||.]|F). Soit a un point adhérent a A. On suppose que F est une algébre et que ||.||r vérifie qu’il existe
C > 0, tel que pour (y,y") € F2, [ly X ¢'||r < Cllyllrlly’|lF.
Silim fi = 4 etlim f, = & alors lim(fi X f2) = & X £,.

a a a

Démonstration : On peut se ramener au cas des suites pour prouver cela. En effet pour toute suite (x,) tendant vers a,
(fi(xn)) tend vers ¢ et (f2(x,)) tend vers ¢, d’aprés le sens de la caractérisation séquentielle. On en déduit que la
suite (fiXf3(x,)) tend vers £; x¢, d’aprés les propriétés des limites de suites. Le sens| < |de la caractérisation séquentielle
permet alors de conclure. ]

2.4 Continuité

La encore, on généralise la notion de fonction continue en un point (ou f est définie) et de fonctions continues.

| Définition 12.37 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans F. Soit a € A. On dit
que f est continue en a si f a une limite en a.

Remarque : La limite est alors nécessairement f(a). En effet si on note £ la limite alors pour tout ¢ > 0, ||f(a) — || < e.
On peut donc dire

(f est continue en a) & (chlil}zf(x) = f(a)) .

On peut reprendre la caractérisation séquentielle.

—‘ Proposition 12.38 (Caractérisation séquentielle de la continuité en a)}

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E & valeurs dans F. Soit a € A.

(f est continue en a) (V(un) € AN lim(uy,) = a = Lim(f(up)) = f(a)) .

On peut de méme réécrire les opérations algébriques ainsi que les composées de limites

—‘ Proposition 12.39 (Combinaisons linéaires) }

Soit fi, f, deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) & valeurs dans un
autre (F, ||.||r). Soit a un point de A. Soit A € K (ou K est le corps de base de F). Si fj et f, sont continues en
a alors fi + f, et Af; aussi.
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4 Proposition 12.40 (Produit) }

Soit fi, fo deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) & valeurs dans un
autre (F, ||.||r). Soit a un point de A. On suppose que F est une algébre et que ||.||f vérifie qu’il existe C > 0,

tel que pour (y,y") € F%, |ly x 'llr < CllylIFlly’l|F-
Si fi et f; sont continues en a alors f; X f,

—‘ Proposition 12.41 (Composition) }

Soit (E, ||.||), (F, ||-||r) et (G, ||.||¢) trois espaces vectoriels normées. Soit A une partie de E et B une partie
de F. On considére f une application de A dans F telle que f(A) C B et g une application de B dans G. Soit a
un de A et b = f(a). On suppose que f est continue en a et g est continue en b alors g o f est continue en a.

| Définition 12.42 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans F. Elle est dite continue
si elle est continue en tout point de A.
On note 6°(A, F) I’ensemble des fonctions continues de A dans F.

Exemples :

1. Soit E = K, [X] avec la norme infinie. L’application A : P + P’ est continue. En effet, il est clair que [|A(P)|| <
n||P||. De ce fait pour P € E,

lim A(Q) = lim A(P+ H) = A(P) + lim A(H) = A(P)

2. Sion travaille pour E = K[X], l'application de dérivation A n’est plus continue (toujours pour la norme infinie).

En effet, si on consideére la suite P, = —X", elle tend vers 0 mais A(P,) = X" ! ne tend pas vers 0 car ||X""!|| = 1.
n

3. Soit p un entier. On considere les projections z; : KP — K définie par (xi,...,x,) — x;. Si on considére la
norme infinie sur K? alors ; est continue. En effet, soit a = (ay, .. .,ap). On sait que si on considére une suite
(x,) d’éléments de K?, elle converge vers a, si et seulement si les composantes (7;(x,)) convergent vers a;. On en
déduit que 7; est continue par la caractérisation séquentielle de la limite.

:4 ATTENTION

Soit f une application entre deux espaces vectoriels normés E et F. On a vu qu’en remplacant la norme de E
ou celle de F par une norme équivalente, on ne change pas les « topologies » de ce fait on ne modifie pas le
caractére continue de f. Cependant, siles normes ne sont plus équivalentes, ce n’est plus vrai. Par exemple,
soit E = 4°([0,1],R) et F = R. On considére &, : f — £(0). Si on utilise la norme infinie alors f est continue.
En effet, |80 (f)| = |f(0)] < ||f||c- On peut alors démontrer que &y est continue comme ci-dessus (voir aussi
plus loin). Par contre, pour la norme ||.||;, la fonction n’est plus continue. On peut le montrer en utilisant la
suite de fonctions

0 six > 1
faix— . n
1—nx sinon

La suite de fonction (f;,) tend vers la fonction nulle mais pour autant (8 (f,)) — 1 # 0.
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—‘ Proposition 12.43 }

1. L’ensemble des fonctions continues de A dans F est un sous-espace vectoriel.

2. Soit E, F et G trois espaces vectoriels normés, soit f : E — F et g : F — G des applications continues.
L’application, g o f est continue.

3. Soit E un espace vectoriel normé et F une algébre avec une norme d’algebre. Soit f] et f; des applica-
tions continues de A dans F. Le produit f; X f, est encore continue.

4. Soit f une application définie sur une partie A d’'un espace vectoriel normé E et a valeurs dans F. On ne
modifie pas le caractére continue en remplacant la norme de E et/ou de F par une norme équivalente.

Démonstration : 1l suffit d’utiliser les propriétés vues précédemment en tout point a de A. ]

Exemple : Soit p un entier. On appelle monome de K” dans K une application f;, _;, de la forme

folxn..xp) r—>xi1 ><-~-><x[l,”.
On a vu que les projections étaient continues (pour la norme infinie) donc les mondmes aussi.
On appelle polynéme toute somme d’un nombre fini de mondmes.
Par exemple (x1, X7, X3) > x1 + 3x1x3 — 7x5x2 est un polyndme.
D’apreés ce qui précede, se sont des applications continues.
Plus généralement,

’ Définition 12.44 (Polynémes en les coordonnées)‘

Soit E un espace vectoriel de dimension n.

On appelle polynéme en les coordonnées une application f : E — K de la forme
fixm Z i€l ()X X ek (x)n

(it,nin) €[[ 0:d 1"

ouB = (ey,...,e,) est une base de E et d est un entier naturel.

Remarques :
1. C’est juste une généralisation des fonctions polynomiales vues précédemment.

2. Le choix de la base ne modifie pas le caractére polynomial car les formules de changement de base sont polyno-
miales.

Exemple : Le déterminant est un polynéme en les coordonnées.

—‘ Proposition 12.45 }

Les applications polynomiales sont continues.

Démonstration : Ce sont des sommes et des produits des e] qui sont continues. ]

—‘ Proposition 12.46 }

Soit f et g deux applications continues définies sur A et & valeurs dans F. On suppose qu’il existe une partie
H dense dans A telle que f et g coincident sur H alors f = g.

Démonstration : Soit a € A, comme H est dense dans A, il existe une suite (x,) d’éléments de H qui tend vers a.
Maintenant, pour tout entier n, f(x,) = g(x,). Or, par continuité,

(f(xn)) = f(@) et (g9(xa)) = g(a)
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On en déduit que f =g. ]

Exemple : Soit f une application de R dans R. On la suppose continue et qu’elle vérifie que

Vixy) €R% fx +y) = f(x) + f(y).
En posant a = f(1). On montre aisément par récurrence que
— VneN, f(n) =na
— VneZ f(n) =na
—VreQ,f(r)=ra

On en déduit que f coincide avec g : x — xa sur Q qui est dense dans R, comme g est aussi continue, f = g.

2.5 Caractérisation du caractére continu par les images réciproques

— Théoréme 12.47 |

Soit f une application d’une partie A de E dans F. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) L’application f est continue.
ii) L’image réciproque de tout ouvert U de F est un ouvert relatif de A.

iii) L’image réciproque de tout fermé X de F est un fermé relatif de A.

Démonstration :
— En remarquant que si X est une partie de F, f! (CFX) = Caf~'(X) il est clair que ii et iii sont équivalents.

- On suppose que f est continue, on se donne un ouvert U de F et on note V = f~}(U). Montrons que V
est un ouvert. Pour cela on se donne a € V et on pose y = f(a) € U. Comme U est un ouvert, il existe ¢ tel que
B(y,e) C U.

Maintenant, comme f est continue, pour ¢ > 0, il existe 5 tel que pour tout x de A, x € B(a,n) = f(x) € B(f(a),¢).
Dit autrement, B(a,7) N A C f~1(B(y,¢)) € f1(U) = V. On a bien montré que V était un ouvert relatif.

— On suppose que I'image réciproque de tout ouvert U de F est un ouvert relatif de A. Soit a € A, on pose
y = f(a). Pour tout € > 0, la boule ouvert de centre y et de rayon ¢ est un ouvert. Son image réciproque V est donc
un ouvert qui contient a. On en déduit qu’il existe n > 0 tel que B(a,n) N A C V. En appliquant f on obtient que

Vx € Allx —all <np= f(x) € B(y,¢).

L’application f est donc continue.

Exemples :

1. Soit f : R? — Rtelle que f(x,y) = x% + y2. Comme c’est un polynéme elle est continue. On en déduit que I'image
réciproque du fermé {1} c’est-a-dire la sphére {(x,y) € R? | x? + y? = 1} est un fermé.
2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit f3, ..., fr des applications polynomiales (par exemple des ap-
plications linéaires). L’ensemble A = {x € E, fi(x) =--- = f;(x) = 0} est un fermé. En effet H; = {x €, fi(x) =
r
0} = £, '({0}) est un fermé comme image réciproque d’un fermé par une application continue et A = () H; est
i=1
fermé comme intersection de fermés.

3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f une application polynomiale, A* = {x € E, f(x) > 0} =
F71([0,+00[) est un fermé comme image réciproque d'un fermé par une application continue et A™ = {x €
E, f(x) >0} = f71(]0, +o0[) est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une application continue.

Exercices :
1. Retrouver que 'ensemble des matrices stochastiques est fermé.

2. On considére A = GL,(K). Montrer que A est ouvert.
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2.6 Applications uniformément continues

| Définition 12.48 |

Soit f une application définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E et a valeurs dans F. On dit que f
est uniformément continue si

Ve >0,3n > 0,Y(x,y) € A% d(x,y) <n=d(f(x), f(y)) <e.

Remarques :
1. On peut remplacer les inégalités larges par des inégalités strictes.

2. En changeant la norme de E et/ou de F par une norme équivalente, on ne modifie pas le caractére uniformément
continue d’une application.

—‘ Proposition 12.49 }

Soit f une application de A C E dans F.
Si elle est uniformément continue alors elle est continue.

Démonstration : 1l suffit de recopier la démonstration classique.

:4 ATTENTION

Ce n’est pas une équivalence. L’application x +— x? est continue sur sur R mais pas uniformément continue.
En effet, si on suppose par 'absurde qu’elle est uniformément continue. Pour ¢ = 1, il existe > 0 tel que
x—yl<np=|x>-1?|<e=1

Maintenant en posant y = x + 1, [y? — x%| = 2x5 + 5? donc, quand x — oo, |x? — y?| — oo ce qui contredit
I'hypothése.

2.7 Applications lipschitziennes

Rappelons, ce qui a déja été vu sur les applications lipschitziennes.

’ Définition 12.50 (Applications Iipschitziennes)‘

Soit (E, ||.||g) et (F,
1. Soit k € Ry. L’application f est dite k-lipschitzienne si

V(x,y) € A% d(f(x), f(y) < kd(x,y)

||r) deux espaces vectoriels normés. Soit f une application de A C E dans F.

2. L’application f est dite lipschitzienne s’il existe un réel positif k tel que f soit k-lipschitzienne.

Exemple : L’application norme est 1-lipschitzienne. En effet soit E un espace vectoriel normé,
2
V(x.y) € E5 |lIxlle = lyllel < [lx - ylle
d’apres la deuxiéme inégalité triangulaire.

—‘ Proposition 12.51 }

Soit f une application lipschitzienne. Elle est uniformément continue (et donc continue).
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Démonstration : Si f est k-lipschitzienne. Pour tout ¢ > 0, on peut prendre dans la définition de 'uniforme continuité
n= i O

Exemple : L’application norme est donc continue.

:{ ATTENTION

La encore, ce n’est pas une équivalence. La fonction x — +/x sur [0, 1] n’est pas lipschitzienne car

veso L@ -FO) _VE_ 1

x—0 x Vx

1
etque — — +o
x x—0%

Cependant, elle est uniformément continue, en effet pour tout £ > 0, on peut prendre 5 = £2 pour obtenir
que
-yl <n=Vx- il <e
En effet :
— si Vx et 4/y sont inférieurs a ¢ c’est vrai
— si y/x ou /g sont supérieurs 4 ¢ alors Vx + /y > ¢ et donc
x-yl _e

|\/;_\/y|:m<?=&

—‘ Proposition 12.52 }

L’ensemble des applications lipschitiziennes de A C E dans F est un espace vectoriel.

Voici un exemple classique (& connaitre).

Définition 12.53 (Distance a une partie)‘

Soit A C E un ensemble non vide. On appelle distance a A et on note d(., A) application

d(,A): E R
x B d(x,A)= ingd(x, a)
ac

Remarque : La partie {d(x, a) | a € A} est une partie non vide de R,. Elle est donc minorée par 0. De ce fait elle admet
une borne inférieure qui peut (ou pas) étre atteinte.
Exemple : Soit A =]0,1[, d(2,]0,1[) = 1 mais il n’existe pas d’élément a de A tel que d(2,a) = 1.

—‘ Proposition 12.54 }

Soit A C E une partie non vide. L’application d(., A) est lipschitzienne car

V(x,y) € E% |d(x, A) - d(y, A)| < Ix —y|

Démonstration : 1l suffit de voir que pour tout a € A,
d(x,a) —d(x,y) < d(y,a)
En utilisant que d(x, A) < d(x, a) on obtient que

d(x,A) —d(x,y) < d(y,a)
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Ceci étant vrai pour tout a de A,
d(x,A) —d(x,y) <d(y,A).

On a donc d(x, A) —d(y, A) < d(x,y). Maintenant, par symétrie,

ld(x, A) - d(y, A)| < d(x,y)

Exercice : Montrer que {x € E | d(x, A) = 0} = A.

2.8 Applications linéaires continues

Nous nous intéresserons la majorité du temps aux applications linéaires. Il y a alors un critére simple pour montrer
qu’une application est continue.

—{ Théoréme 12.55 }

Soit f une application linéaire d’un espace vectoriel normé E dans un espace vectoriel normé F. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) L’application f est continue.
ii) L’application f est continue en 0.
iii) L’application f est lispchitzienne

iv) 1l existe C € R telle que
Vx € E|If(0)llr < Cllxlle

Remarque : En pratique on utilise quasiment toujours le critére iv) pour prouver qu'une application linéaire est (ou
n’est pas continue).
Démonstration :

— 1) = ii) est évidente.
— i) = i) est déja vu.
— iv) = iii) a déja été vu. Rappelons I’argument. On suppose iv). Pour tout (x,y) € E?,

I1£ o) = F@lr = 11f (x = )llF < Clix = ylle.

— Montrons ii) = iv). On suppose donc que f est continue en 0. De ce fait pour ¢ = 1, il existe 7 tel que
Vx €L |lxlle <n=|lf(0llr <1

Maintenant pour tout vecteur x non nul,
x=Ay

ou ||y||g = n. 1l suffit de prendre A = % ety = nm. Par linéarité, on en déduit que
I1FColle = IAIf WIF < 1Al = Cllx]|E

1
en posant C = —.
n

Notation : On note .Z,(E, F) I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F.
Remarque : Dans le cas ou f est une application linéaire continue, on a donc

Vx € E|If (llF < ClIx||e.

ILFGolle

] | x € \{0}} est majoré par C. On essayera souvent de trouver le meilleur
X||E

Cela revient a dire que ’ensemble {

majorant a savoir

xeevfoy Ixlle

On le notera |||f]||.
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—‘ Proposition 12.56 }

Soit E, F et G trois espaces vectoriels normés. On note ||.||, ||.||F et ||.||c leur norme et on considére la norme
produit pour E X F. Soit B : E X F — G une application bilinéaire. Elle est continue si et seulement si

3C e R V(x,y) € EXF,||B(x.y)llc < ClIx||ellyllr

Démonstration :
— On suppose la condition. Montrons que B est continue pour la norme produit ||(x, y)|| = Max(||x||, ||y||). En effet

soit (@) une suite tendant vers (x,y). On pose a, = (x,,yn). On a alors (x,) — x car ||x, — x||g < ||an — (x, )]
De méme, (y,) — y. On a alors

|1B(xn, yn) — B(x, )|

[1B(xp, yn) - B(x, yn) + B(x, yn) - B(x, y)”
[1B(xn = x, yn) || + [|B(x, yn — y)||
Cllxn = x|[eK" + Cllyn = yl|Fl|x||£

NN

ou K’ est un majorant de ||y,||r (la suite convergeant elle est bornée). On a bien B(x,,y,) — B(x,y) donc, par
caractérisation séquentielle, B est continue.

— On suppose maintenant que B est continue. En particulier, elle est continue en 0. Donc il existe 1 tel que ||(x, y)|| =
Max(]||x||, |ly]|) < 5 implique ||B(x,y)|| < 1.Dés lors pour tout (x,y) € EX F avecx # 0 ety # 0,

]yl ( x y | l[-[lyl]
B(x,y) = ——T1B|p—, p— | < 0
Y n’ [ Hyll n’

Remarque : Ce résultat se généralise aux applications multilinéaires de maniére immédiate.

3 Parties compactes d’un espace vectoriel normé

3.1 Défintion

Certains théorémes d’analyse ne sont vrais que sur des segments : théoréme de Bolzano-Weierstrass, toute fonction
continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Le but de ce chapitre est de généraliser cela a des parties d’'un
espace vectoriel normé.

Définition 12.57

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E. On dit que c’est un compact (ou que c’est une partie compacte)
si on peut extraire de toute suite de A une sous-suite convergente dans A.

Remarques :
1. 1l est important que la limite de la suite soit dans A.

2. Cette définition s’appelle propriété de Bolzano- Weierstrass. Il existe une autre définition propriété de Borel-Lebesgue
qui n’est pas au programme.

3. On peut aussi dire : « toute suite a une valeur d’adhérence ».
4. La définition de compact est absolue. Il n’y a pas de notion de compact relatif a X.
Exemples :

1. Dans R, les segments [a, b] sont des compacts. En effet si (u,) est une suite a valeurs dans [a, b] elle est bornée
donc, d’aprés le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une sous-suite (u,(,)) convergente de (u,).
De plus, comme Vn € N,a < u, < b alors c’est encore vrai pour (u(p(n)) et donc la limite de la suite extraite est
bien dans [a, b].

2. Les segments ne sont pas les seuls compacts. Il y a aussi @ ou une union d’un nombre fini de segments
Exercices :
1. Montrer qu’une intersection de parties compactes est compacte

2. Montrer qu’une réunion finie de parties compactes est compacte. Est-ce vrai pour une réunion infinie ?
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3. Montrer que 'ensemble des matrices stochastiques est compacte.

—‘ Proposition 12.58 }

La caractére compact ne change pas si on remplace la norme de E par une norme équivalente.

Démonstration : 1l suffit de voir que I'on ne modifie pas la convergence des suites. ]

—‘ Proposition 12.59 }

Soit A une partie compacte de E. Elle est fermée est bornée.

Démonstration :

— On commence par montrer que A est fermée. On utilise la caractérisation séquentielle. Il suffit donc de montrer
que toute suite de A convergente (dans E) converge dans A. En effet soit (u,) une suite convergente vers £ € E.
D’apres la définition, il existe une suite extraite qui converge dans A. Maintenant, on sait qu'une suite extraite
d’une suite convergente converge vers la limite de la suite initiale donc ¢ € A.

— Montrons maintenant que A est bornée. On procede par 'absurde. Si A n’est pas bornée, alors elle n’est inclus
dans aucune boule, en particulier,
VneN,3x, € A ||x, - 0|| > n.

On en déduit que toute suite extraite de la suite (x,) n’est pas bornée donc pas convergente.

:{ ATTENTION

Dans le cas général ce n’est pas une équivalence. Pour E = K[X] avec la norme infinie. La boule unité
fermée B(0, 1) est bornée et fermée. Mais elle n’est pas compacte. En effet, si on pose u, = X", on ne peut
pas extraire une sous-suite convergente car ¥(n,m) € N2,n # m = d(X",X™) = 1. Cette propriété reste
vraie pour toute suite extraite.

—‘ Proposition 12.60 }

Soit A une partie compacte de E. Une partie B de A est compacte si et seulement si elle est fermée (dans A).

Démonstration :
— On suppose que B est compacte. Elle est donc fermée (dans E) et donc fermé dans A.

- On suppose que B est un fermé relatif de A. Toute suite (u,) d’éléments de B est une suite d’éléments de A. En
particulier, on peut en extraire une sous-suite (u,(n)) qui converge (dans A). Maintenant, comme B est un fermé
relatif, la suite (u,(5)) qui est une suite d’éléments de B qui converge dans A a sa limite dans B. On a bien montré
que B était compacte.

O

—‘ Proposition 12.61 }

Soit A une partie compacte de E et (u,) une suite de A. Elle est convergente si et seulement si elle a une
unique valeur d’adhérence.

Démonstration :

- Déja vu. Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence : sa limite.
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- Procédons par contraposée. Montrons que si (u,) ne converge pas alors elle a plusieurs valeurs d’adhérence
(car elle ne peut pas en avoir aucune; par définition toute suite dans un compact a au moins une valeur d’adhé-
rence). Notons ¢ une valeur d’adhérence de (u,) (qui existe car A est compacte). Maintenant comme (u,) ne
converge pas, il existe ¢ tel que pour tout N € N, il existe n € N tel que n > N et u,, ¢ B(#, ¢). On peut donc ainsi

construire une suite extraite (u,(n)) telle que
Vn € N,uy(n) € B(4,¢).

Maintenant, cette suite extraite a nécessairement une valeur d’adhérence ¢, qui ne peut pas étre #. Au final, (u,)
a bien au moins deux valeurs d’adhérence.

[m]
—‘ Proposition 12.62}
Soit (Ex, ||.|1), - . (Ep, ||[|p) des espace vectoriels normés. On se donne pour tout i € [ 1; p ]| une partie A;
compacte de E;. Alors A; X --- X A, est une partie compacte de E; X - - - X E;, muni de la norme produit.
7 - p
Démonstration : Soit (u,) une suite a valeur dans [] A;. Pour tout n € N, notons u, = (u,(1),...,u,(p)). On peut

i=1
considére une extractrice ¢; telle que (u, (n) (1)) converge vers £ car (u,(1)) est une suite a valeurs dans A; qui est com-
pact. Maintenant, on peut extraire de (i, (n)(2)) une suite (up,0q, () (2)) qui converge vers £,. Notons que (uy,0¢,(n) (1))
converge encore vers £; comme suite extraite d’une suite convergente.

En continuant ainsi on peut construire des extractrice ¢y, ..., ¢, telles que, en posant ¢ = ¢, o - -+ o ¢ on ait que
pour tout i € [ 1; p ], (ug(n) (i) converge vers ;.
De par la défintion de la norme produit, la suite (u,(n)) converge vers £ = (£y,..., ). O

3.2 Applications continues sur une partie compacte

On a défini les parties compactes comme celles qui vérifient la propriété de Bolzano-Weierstrass. On voulait aussi
généraliser la fait qu’une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

—{ Théoréme 12.63 }

Soit E et F des espaces vectoriels normées. Soit A une partie de E et f une application continue de A dans F.
Soit B une partie compacte de A alors f(B) est compacte.

Remarque : On dit « 'image d’un compact par une application continue est compact »

Démonstration : Soit (y,) une suite de f(B). Par définition, il existe une suite (x,) de B telle que Vn € N,y, = f(x,).
11 suffit en effet de « chosir » un antécédent par chaque y,. Maintenant, comme (x,) est une suite de B qui est compact,
il existe une extractrice ¢ telle que (x,()) converge. Notons ¢ sa limite. Comme f est continue (y,(n)) converge vers

f(£). Cela prouve bien que f(B) est compacte. O

:4 ATTENTION

Ne pas confondre le fait que I'image directe d’'un compact par une application continue est compact avec le
fait que 'image réciproque d’un fermé / ouvert par une application continue est fermé / ouvert.

Nous pouvons alors retrouver le théoréme vu en premiére année.

—‘ Corollaire 12.64 (Théoréme des bornes atteintes)}

Soit f une application continue de A C E dans R. On suppose que A est compact et non vide alors f(A) est
bornée et les bornes sont atteintes.
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Démonstration : On sait que f(A) est un compact de R. Il est donc borné et fermé. On peut donc poser M = sup f(A)
sa borne supérieure. Par définition, on peut trouver une suite (a,) d’éléments de f(A) qui tendent vers M car pour tout
e = -L il existe a, € f(A) tel que M — ¢ < @, < M. Mais comme f(A) est fermé, M = lim(a,) appartient & f(A).

n+1
On peut faire de méme pour la borne inférieure. m|

Remarque : Quand on considére une application d’une partie compacte A et une application continue f de A dans un
espace vectoriel normé (F, ||.||F) on peut appliquer ce théoréme a

IfllF: A — R
x = |lfGllr

En effet || f||F est continue en tant que composée de deux applications continues.

Exercice : Soit K une partie compacte. Montrer que pour tout élément x de E, il existe un élément o € K tel que
d(x,K) =||x - «af|.

Exemple : C’est une des étapes qui permet de démontrer le théoréme de D’Alembert-Gauss : Supposons par 'absurde
qu’il existe un polynoéme P € C[X] non constant qui ne s’annule pas. On considere alors

f: ¢ - R
1

‘ P(2)]

1l est clair que si | llim f(z) = 0. En effet |P(z)| ~ |ag||z|* ot d est de degré de P.
Z|—00
Cela signifie que si on considere z € C, il existe R € R tel que
VzeC,lz| >R = f(z) < f(z0)

On en déduit que pour chercher le maximum de la fonction on peut se restreindre au compact B(0, R).
Finalement, la fonction f est majorée et atteint son maximum. Il existe donc un nombre complexe « tel que

Vz € C, f(z) < f(a)
C’est-a-dire
Vz € C,|P(2)| = |P(a)|.
Il ne reste plus qu’a trouver la contradiction....
On peut aussi reformuler le théoréme de Heine

4 Théoréme 12.65 (Théoreme de Heine) }

Soit A une partie compacte de E. Toute application continue f de A dans F est uniformément continue.

Démonstration : Il suffit de recopier la démonstration du cours de premiére année. On suppose par I’absurde qu’il
existe une fonction f de A dans F qui soit continue mais pas uniformément continue. De ce fait, il existe ¢ > 0 tel que
1

pour tout > 0, il existe (x,y) € A? tels que d(x,y) < netd(f(x), f(y)) > ¢ En particulier en prenant 5 = — o
n
peut construire deux suites (x,) et (y,) telles que
1
Vn €N, d(xn, yn) < ——— et d(f(xn). f(yn)) > &

On peut alors réaliser une double extraction avec de construire ¢ telle que (x4 (n)) et (yy(n)) convergent. En notant &
et £, les limites et passant a la limite dans

1
d ,  —
Fom: Yom) < 20077
on obtient que £ = £,. En utilisant alors la continuité de f on obtient que (f(xy(n))) et (f(yp(n))) convergent toutes les
deux vers f(£) = f(£y). Ce qui est absurde car Vn € N, d(f(x¢(n), f (Ypn))) > €. O

Exemple : On a montré précédemment que x — +/x était uniformément continue sur [0, 1]. Cela découle directement
de ce théoréme.
Exercice : Montrer que x — +/x est uniformément continue sur R;.

4 Espaces vectoriels de dimension finie

Nous allons étudier plus particuliérement les notions topologiques étudiées précédemment dans le cas des espaces
vectoriels de dimension finie.
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4.1 Equivalence des normes

Commencons par un lemme

—‘ Lemme 12.66

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit # = (ey, ..., e,) une base de E, on note ||.||« la norme
infinie relative a cette base.
La boule unité fermée B, (0, 1) est compacte pour la norme ||.||c.

Démonstration : Notons D la boule unité fermée de K, c’est-a-dire que D = [-1,1] siK=RetD ={z € C, ||z| < 1}
siK=_C.
Regardons la boule unité fermée

Bwo(0,1) = {x € E| [Ixlloo < 1} = {hrer +- - + Anen | (Ar,..., Ay) € D"}

On considére I’application
®: (K% [llw) — (E, [I-le0)
(X1,...,Xn) P> Xi€1 4+ Xpey

C’est une application linéaire continue (car elle est 1-lipschizienne) et Boo(0,1) = ®(D™).
On sait que D est un compact de K et donc D" est un compact comme produit fini de compact.
On en déduit que B, (0,1) = ®(D™) est compact comme image d’'un compact par une application continue. ]

—— Théoréme 12.67 |

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration : (Non exigible) On se fixe une base % de E et on note encore ||.|| la norme infinie associée a cette
base.
On considére une norme ||.|| sur E. On va montrer quelle est équivalente a ||.||c. Par transitivité on aura alors obtenu
que toutes les normes sont équivalentes.
Commengcons par montrer que ||.|| : (E, ||.||c) — R est continue 2.
n

Pour tout x € E, on le décompose en x = E x;e; etona
i=1

n
llxll < Ixllleil| < nClixlles
i=1

ou C = Max(||et]l, ..., |lenl])-
Pour (x,y) dans E on a donc
[l = 1Hyll| < 11x = yll < nClIx = yllo
ce qui prouve bien que ||.|| : (E,||.|]|o) — R est 1-lipschitzienne donc continue.

De plus, pour ||.||c, la sphére unité S (0,1) C Bu(0,1) est un fermé d’une partie compacte (d’aprés le lemme
précédent) c’est donc aussi un compact.
On en déduit que ||.|| est bornée et atteint ses bornes sur S (0, 1). Il existe donc a et f§ tels que

Vx € S(0,1), f < ||x]| < a.
Notons que comme la valeur minimale est atteinte et que 0 ¢ S, (0,1), § > 0. Maintenant pour tout x € E avec x # 0,

x
—— € 5,(0,1) et donc
|1 oo

p<

<a= flixlle < Ix]] < aflx]|e.

[1xlleo

Les normes sont bien équivalentes car

1
Vx € E ||x]] < allx|le et |[x[lo < BIIXII-

2. Faire attention que ce n’est pas évident; il est évident que ||.|| : (E, ||.]|) — R mais ce n’est plus le cas quand la norme de I'espace de départ
n’est plus |[.|].
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O
Remarque : Dans le cas de I’étude topologique d’un espace vectoriel de dimension finie, il n’est pas nécessaire de
préciser la norme utilisée. En effet en modifiant une norme pas une autre qui lui sera équivalente on ne modifie pas :
— La convergence des suites
— Le caractére ouvert et donc I'intérieur

Le caractére fermé et donc I’adhérence

Le caractere compact

La continuité des fonctions.

4.2 Topologie des espaces vectoriels de dimension finie

Nous allons voir certaines propriétés topologiques qui ne sont vraies que pour les espaces vectoriels de dimension
finie. Dans tout ce paragraphe, E est un espace vectoriel normé de dimension finie. On note ||.|| sa norme.

—‘ Proposition 12.68 }

Une partie A de E est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Démonstration : On a déja vu que les parties compactes étaient fermées et bornées. Montrons I'implication inverse.
Soit A une partie bornée. Il existe donc R > 0 tel que A € B(0, R). On on a vu que la boule unité fermée était compacte
pour une norme infinie. La méme preuve montre que By (0, R) est aussi compacte. C’est donc aussi vrai pour la norme

On en déduit que A est un fermé d’un compact. C’est donc bien un compact. ]

Exemple : Les boules fermées et les sphéres sont compactes. Rappelons que ce résultat n’est plus vrai en dimension
infinie.

— Corollaire 12.69 |

Soit (u,) une suite de E bornée.
1. Elle admet une sous-suite convergente.

2. Elle converge si et seulement si elle a une unique valeur d’adhérence.

Démonstration : Il suffit d’utiliser que (u,) est une suite a valeurs dans le compact B(0,R) oa Vn € N, ||u,|| <R. O

Rappel Les sous-espaces vectoriels sont des fermés (mais ce ne sont pas des compacts sauf s’ils sont réduits a {0}.
Exemple : L’ensemble des matrices de trace nulle est fermé.

4.3 Applications continues

—{ Théoréme 12.70 }

Soit f une application linéaire de E dans F. Si E est de dimension finie alors f est continue.

:{ ATTENTION

Cela n’est vrai que si f est linéaire.

Démonstration : On considére encore la norme infinie associée a une base % = (ey,...,e,). En effet, si on note
C = Max||f(e;)||r alors pour tout x = Z Aie; de E
1<i<n

n

1F Gl < Z 12if (en)llF < nCllx||.

i=1
L’application f est donc continue. ]

Exemples :
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1. Dans E = .#,(K). Pour toute matrice P € GL,(K), 'application ® : M > P~!MP est linéaire donc continue.
On en déduit que si (A,) — A alors si on pose B,, = P"1A,P, la suite (B,) converge vers P"1AP.

2. On peut retrouver que les sous-espaces vectoriels sont fermés. En effet, soit F un sous-espace vectoriel et G un
supplémentaire. On considére la projection 7 sur G parallelement a F. C’est une application linéaire qui est donc
continue. Maintenant F = ker 7 = 771 ({0}) est donc I'image réciproque d'un fermé. C’est donc un fermé.

3. On retrouve que les projections e sont continues.

Regardons le cas des applications multilinéaires.

| Définition 12.71 |

SoitEy, ..., E, des espaces vectoriels normés de dimension finie. On appelle application multilinéaire une applica-

n

tion @ de l_[ E; dans F telle que pourtouti € [[1; n]| et toutx; € Ey,...,xi—1 € Ei_1,%i+1 € Eiy1,...,%n € Ey
i=1

Papplication

F

D(x1,...,%i-1, & Xip1,Xp) © B —
= O(xy,. .., Xim1, X, Xis1, Xn)

est linéaire.

Exemples :
1. Pour E; = E; = .#,(K) on a le produit ®(A, B) = AB
2. Soit E un espace préhilbertien réel, le produit scalaire (e, ®) : E X E — R est bilinéaire.

3. Soit E de dimension n, le déterminant est n-linéaire.

—‘ Proposition 12.72 }

Soit @ est un application multilinéaire, il existe une constante C telle que

n
V(s ), 19Ges, )l < C 1l
i=1

En particulier, ® est continue.

Démonstration : La démonstration est similaire a la précédente. Traitons le cas des applications bilinéaires. On se
donne (ey,...,e,) et (fi,..., fp) des bases de E; et de E,. On sait alors que pour tout (x,y) € E; X E; ona

n p
O(x,y) = Y. > Aipt(es, )

i=1 j=1
ou A; = ¢; (x) et y; = f7(y). En particulier, si on note C = 1l\/Igax [|®(e;, fi)|F alors
<isn
1<j<p

@(x, y) < npCllxl[llyll = Kllx[|[yll-

Le résultat découle alors de la caractérisation de la continuité des applications multilinéaires. ]

Exemples :
1. Les exemples précédents.

2. L’application d’évaluation
LEF)XE — F
(u,x) = u(x)

est continue

3. Soit % une base de E, detg : E" — K est continue car multilinéaire.
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5 Séries a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie

5.1 Généralités

| Définition 12.73 |

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (3, uy,) une série d’éléments de E.
1. On dit que la série converge si la suite des sommes partielles converge.

2. On dit que la série converge absolument si la série numérique (3 ||un||) converge.

Remarque : Toutes les normes étant équivalente, I’absolue convergence ne dépend pas de la norme choisie.

— Théoréme 12.74]

Soit (2 uy,) une série d’éléments de E absolument convergente. Elle converge.

Démonstration : On considére une série (3 u,) absolument convergente. On se fixe une base & = (e, .

..,ep) de E.

En particulier, la série Z [lun||e est convergente. Comme pour tout i € [[ 1; p ]| et tout n, |} (un)| < ||tn]|o les séries

Z e; (uy) sont absolument convergentes donc convergentes. Si on note (S,) la suite des sommes partielles, on vient

n
d’établir que pour touti € [ 1; p]], e/ (Sp) = Z e} (ux) converge donc (S,) converge.
k=0

:4 ATTENTION

[}

[|Pallco = # et donc la série }; ||Py||c converge.
n=0

n=0

de la série et d = deg(Q). Pour tout entier N > d,

N
32+1 (Z Py - Q) = 62+1 (Pd+l)

n=1

On en déduit que

N 1
P-0| >
; QH (d+1)2

On a bien une absurdité.

Ce théoréme n’est pas vrai (en général) dans un espace vectoriel normé de dimension infinie. Par exemple

1
pour E = K[X] avec la norme infinie [|.||c. On pose pour tout entier n non nul P, = —X". Il est clair que
n

Par contre la série ), P, diverge. En effet, supposons par ’absurde qu’elle convergeait et notons Q la somme

5.2 Série géométrique de matrices

On se place dans E = .#,(K). On veut étudier les séries géométriques. On veut donc pouvoir « estimer »

|1A7]]

—‘ Lemme 12.75

Soit ||.|| une norme sur E, il existe C tel que

V(A, B) € E ||ABJ| < ClIAl|lIB]I.

Remarque : Cela signifie que sur .#,(K) toutes les normes sont des normes d’algébres.
Démonstration : On sait que pour la norme infinie,

||ABlleo < n|Aleo||Bl oo
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Maintenant, comme ||.|| et ||.||c sont équivalentes, il existe « et 5 tels que
VA € E, ||A| < al|Allw et [|Allo < BI|A]l

On en déduit que
V(A B) € E* ||AB|| < a||AB]|w < anl|All«|[Blle < af’nl|All||B]|

1l suffit de poser C = naff%.
Note : On peut aussi remarquer que (A, B) — AB est une application bilinéaire sur un espace vectoriel de dimension
finie.
O

Exercice : Soit A € .#,,(K), on pose

3 |AX]|
Al = sup =t
xexm {0y 11X

Vérifier que A — |||A]|| est une norme et que |||AB||| < |||All].|||BI||.
Dans toute la suite on notera C une constante réelle telle que

V(A, B) € E? ||ABJ| < Cl|A|||B]|-

—‘ Proposition 12.76 }

1
Soit A € .#,(K), si ||A]| < c alors la série géométrique (Z AP ) converge absolument. De plus sa somme

vaut

+00
Z AP = (I, — A)!
=0

Démonstration : Pour la convergence, on voit que

[147]] < ClIAPTHIIA] < CHAPPIIALP < -+ < CPHJAINIIALP = CPTH|AIP

1 1 1
Or CP7Y|A|IP = E(C||A||)P donc si ||A]] < o alors la série (Z E(C||A||)P) converge et la série (Z AP) converge

absolument.
Pour la somme, 1l suffit de remarquer que

(I —A)iAP = iAP - iAP“ = iAP - JiAP =1,
=0 =0 =0 p=1

p=0

Remarques :

1. On montre ainsi que si A a une norme « petite » alors I,, — A est inversible. Ce n’est qu’une condition suffisante, on
n
peut par exemple trouver des matrices nilpotentes de trés grande norme et on a encore I,, — N inversible d’inverse

+00
Z N? qui converge car la suite stationne a 0.
p=0
2. On en déduit qu’il existe une boule ouverte centrée en I, inclus dans 'ensemble des matrices inversibles :

B(I,, ) c GL,(K).
On peut retrouver que GLy (K) est ouvert. En effet soit A € GL,(K), et soit H € .#,,(K),

A+H = A(I, - (-AT'H))

Si on prend H tel que ||H|| < alors

1
ClATH]
- _ 1
lA7 H|| < CllATYIIIH] < C

1

En particulier, Iy — (—A™'H) est inversible et donc A + H aussi. Finalement B(A, 1) € GL,(K) oty = m

3. On peut aussi considérer la série (3, u?) pour u € Z(E).
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5.3 Série exponentielle de matrices

AP
Regardons maintenant la série exponentielle (Z F)

—‘ Proposition 12.77 }

Pour toute matrice A € .#,(K) la série exponentielle est absolument convergente. On note exp(A) sa somme.

, o | A (Ll
Démonstration : Soit A € .#,(K), on a vu que pour tout entier p, ||A||? < CP7'||A||?, comme la série Z ET

converge, la série exponentielle est absolument convergente donc convergente. ]

Remarque : De méme pour u € .Z(E) on peut définir exp(u).

—‘ Proposition 12.78 }

Soit A et B deux matrices telles que AB = BA alors

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Démonstration : (Non exigible)
— Premiére preuve :

Le résultat découle des résultats sur les produits de Cauchy en les étendant au cas des espaces vectoriels normés

AP B
de dimension finie . En effet si on pose u, = — et vy = — alors
p! q'

ptq=n p=o \"

n
Vn € N, nlw, = n! Z Upvg = Z (P)APB”_P =(A+B)"

La derniére égalité découle du fait que A et B commutent.

Comme on sait que (Z up) et (Z vq) sont absolument convergentes alors (Z wn) aussi et

exp(A+B) = Z‘X’: (A-:l—'B)” = ZOO: wy = (i up) (Zoo: Uq) = exp(A) exp(B)

n=0 n=0 p=0 q=0

AP B
_ 1 . _ - — nl — n
Deuxiéme preuve : On pose u,, = o ,Ug = p et w, = n! E upvg = (A+B)".

p+q=n
N N
llwnll _
Pour tout N € N, = Uplyg
= n=0 [[p+q=n

somme sur le « triangle p + ¢ < N » est inférieur a la somme sur « le carré (p,q) € [[0; N ]|* » :

2“%” < CEN] 5" il :c(g ||up||) (qZN] ||oq||) < c(guupu) (qi ||Uq||).

p=0 q=0

N
< Z Z Cllup|||log]|. Comme tous les termes sont positifs, la
n=0 p+q=n

On en déduit que la série (Z wn) est absolument convergente.

2N 2N
NI
n=0

n=0 p+q=n

Maintenant, si on calcule

On fait la somme sur le « triangle p + ¢ < 2N qui contient le « le carré (p,q) € [[0; N]|*» et deux autres

morceaux. Précisément,
2N N N
S (S| (Sulr 3w

q=0 (p.@) €Tn

faire un dessin
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Maintenant,

+00 +00 +00 +00
D0 wvg| <C Y Hlwplllloglt < | D Tl (Z||vq||)+(2||up||) > logll].
q=0 p=0

(p.@) €Tn (p.q) €Tn p=N+1 q=N+1

On en déduit que lim Z uyvg = 0 et donc

N—ooo
(p.9) €Tn
+00 +00 +oo sy
(A+B)"
exp(A+B) = Z — = Z Wy = Z up, Z vg | = exp(A) exp(B)
n=0 : n=0 p=0 q=0

:4 ATTENTION

En particulier, on voit que I, = exp(0) = exp(A — A) = exp(A) exp(—A) donc exp(A) est inversible et
exp(—A) = exp(A)~L.

Nous verrons lors du chapitre sur les équations différentielles I'interét de 'exponentielle de matrice. Voyons déja
quelques méthodes de calculs.

M 0O - 0
1. Si A est un matrice diagonale A = 0 . On a alors
e ()
0 -+ 0 Ay
exp(41) 0 --- 0
exp(a)=| °
: " . 0
0 - 0 exp(An)

2. Soit A € #,(K) et P € GL,,(K). On pose B = P"'AP. On a donc que pour tout p € N, B? = P"1APP et donc

" gp B nAP
VHEN,ZE:P ZF
p=0

p=0
On sait que le produit matriciel est continu donc

P.

exp(B) = p1 exp(A)P.

Dit autrement, pour calculer I'exponentielle d’une matrice on peut la « remplacer » par une matrice semblable
puis faire le changement de bases.
-1 1
Exercice : Calculer exp(A) pour A = 1 -1 1 | On peut exprimer A en fonction de I et de M =
1 -1

3. De méme si A est diagonale par blocs...

4. Dans le cas ou A est annulé par un polyndme scindé (toujours vrai sur C) on sait qu’elle est semblable a une
matrice diagonale par blocs dont les blocs sont de la forme AI, + N ou N est nilpotente. D’apreés ce qui précede,
on peut donc se ramener a calculer exp(Al, + N). De plus Al, et N commutent on a donc

exp(Al, + N) = exp(A) exp(N).

Or le calcul de exp(N) est aisé car N¥ est stationnaire 4 0.
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5. Dans le cas ou A est diagonalisable. Plutt que de faire le changement de bases qui nécessite de calculer P!

d
peut utiliser les polyndmes interpolateurs de Lagrange. Précisément, on note 74 = [[ (X —a;) le polynéme minimal
i=1

[T(X —a)
e
et,pourtout j€ [[1;d],R; = IHJ(w——a-)' On sait alors que pour tout entier n,
o
= Q]‘[M +S
ou .,
s=) alR;
j=1
Dés lors,
e n (oo} 1 d d 00 d
exp(A) = > —= > — PRAICEDY Z R;(A) = " exp(a;)R;(A)
n=0 n=0 = j=1 j=1 \n=0 j=1
Exercices :

1. Montrer que pour toute matrice A € .#,(C) il existe P € C[X] tel que exp(A) = P(A). On pourra utiliser que
C[A] est un sous-espace vectoriel fermé.

2. Montrer que pour M € .#,(C), det(exp(M)) = exp(tr (M)). On pourra trigonaliser M.
6 Parties connexes par arcs
On veut maintenant généraliser le théoréme des valeurs intermédiaires.

6.1 Motivation

Le théoréme des valeurs intermédiaires n’est plus vérifié dans C par exemple. Pour f : t +— e’ de R dans C. On a
1 € f(R), -1 € f(R) mais le segment [—1, 1] n’est pas inclus dans f(R).

6.2 Défintion
| Définition 12.79|

Soit E un espace vectoriel normé, A une partie de E.
1. On appelle chemin dans A (ou arc dans A) une application continuey : [0,1] — A.

2. Soit x ety dans A. On appelle chemin dans A de x versy un cheminy tel quey(0) = x ety(1) =y

Remarque : 1l faut imaginer I’arc (ou le chemin) comme I'image y([0, 1]) de 'application.

—‘ Proposition 12.80 }

Soit A une partie de E. On construit une relation binaire sur A en posant
Vx € A%, x#y <= (il existe un chemin dans A de x vers y)

C’est une relation d’équivalence.

Démonstration :

— La relation est reflexive. En effet, pour tout x € A, il existe un chemin reliant x a lui méme. Il suffit de prendre la
fonction constante égale a x.

— La relation est symétrique. En effet si pour x, y dans A on suppose que xZy. Il existe donc un chemin y allant de
x a y. Il suffit de considérer y défini par

y: o1 —- A
t - y(1-1)

C’est bien une application continue et (0) = y(1) =y, y(1) = y(0) = x.
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— Larelation est transitive. Soit x, y et z dans A. On suppose que xZy et que yZz. Il existe donc y; et y, des chemins de
x vers y et de y vers z. On va construire un chemin de x en z en mettant les deux chemins bout a bout. Précisément,
on pose

y: [0,1] — A

{ y1(2t) sit<i

t .
y2(2t —1)  sinon.

On vérifie bien que y est continu car y;(1) = y2(0) = y puis que y(0) = y1(0) = x, y(1) = y2(1) = z.
Faire un dessin

La relation Z est bien une relation d’équivalence.

Remarque : On va alors regarder les classes d’équivalences de pour cette relation.

Définition 12.81

Une partie A est dite connexe par arcs si pour tout x et y dans A il existe un chemin de x vers y.

Remarque : Cela revient a dire qu’il n’y a qu’une classe d’équivalence pour la relation précédente.

—‘ Proposition 12.82 }

Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Démonstration :

— Il est clair que les intervalles sont connexes par arcs. En effet, pour tout (x,y) € A% on peut poser
yit—> (1-t)x+ty

— Réciproquement, montrons que les parties connexes pas arcs sont les intervalles. Soit A une partie connexe par

arcs. On pourrait faire une démonstration directe avec une disjonction selon que A soit majorée ou non, minorée
ou non et selon que I’éventuelle borne supérieure / inférieure appartienne ou non a A. Il est plus simple de montrer
que si A est connexe par arcs alors elle est convexe et d’utiliser le résultat prouvé précédemment.
Soit x, y dans A, comme A est connexe par arcs, il existe y : [0, 1] — R une application continue telle que y(0) = x,
y(1) = y et y prend ses valeurs dans A. On peut utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour montrer que
toutes les valeurs z comprise entre x et y sont atteintes par y et sont donc dans A. On en déduit que A est convexe.
C’est donc un intervalle.

O
Définition 12.83 (Parties étoilées) \
Soit A C E. Elle est dite étoilée s’il existe xo € A tel que pour tout y de A, Uintervalle [x, y] est inclus dans A.
Faire un dessin
—‘ Proposition 12.84}
Soit A une partie de E non vide. On a
A convexe = A étoilée = A connexe par arcs
Démonstration : Evident ]
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:{ ATTENTION

Quand on n’est plus dans R, les implications ci-dessus ne sont pas des équivalences.

Faire un dessin

Définition 12.85 (Composantes connexes par arcs)‘

Soit A C E, on appelle composantes connexes par arcs les classes d’équivalences de la relation Z. En particulier,
elles sont connexes par arcs et forment une partition de A.

Exemples :

1. Dans A = R* C R la composante connexe de 1 est |0, +oo[

2. Dans A = C* c C la composante connexe de 1 est C* en entier.

3. L’ensemble A =R\ Z C R a une infinité de composantes connexes.
Exercice : Soit A une partie connexe par arcs. Soit X une partie de A qui est ouverte et fermée. Montrer que X = 0 ou
X =A.

6.3 Image d’une partie connexe par arcs par une application continue

Nous allons pouvoir généraliser le théoréeme des valeurs intermédiaire.

—{ Théoréme 12.86 }

Soit A une partie connexe par arcs et f une application continue de A dans F. Son image f(A) est connexe

par arcs.

Démonstration : Soit y;, y, deux éléments de f(A). Il existe x; et x; tels que f(x;) = y;. Comme A est connexe par
arcs, il existe un chemin y qui va de x; vers x;. La composée f o y est alors un chemin de y; vers ys. m]

Remarque : C’est bien la généralisation du théoréme des valeurs intermédiaires car dans le cas de R, connexe par arcs

est équivalent a intervalle.
Exercice : Montrer que GL,(R) n’est pas connexe par arcs et que GL,(C) est connexe par arcs.
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