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– Préliminaire –
1) Le cours nous apprend que pour tout réel α, on a

∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α = 1 +

+∞∑
k=1

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
xk

En choisissant α = −1/2 et en substituant −x à x, on a donc

∀x ∈]− 1, 1[,
1√
1− x

= 1 +

∞∑
k=1

akx
k avec a1 =

1

2
, ∀k ⩾ 1 : ak+1 = −

− 1
2 − k

k + 1
ak =

2k + 1

2(k + 1)
ak

On montre par récurrence que

∀k ⩾ 1, ak =

(
2k
k

)
4k

- Initialisation : c’est vrai pour k = 1 car (21)
4 = 2

4 = 1
2 .

- Hérédité : supposons le résultat vrai pour un rang k ⩾ 1. On a alors

ak+1 =

(
2k
k

)
4k

2k + 1

2(k + 1)
=

(2k)!

4k(k!)2
2k + 1

2(k + 1)
=

(2k + 2)!

4k(k!)2
1

4(k + 1)2
=

(2(k + 1))!

4k+1((k + 1)!)2

ce qui montre le résultat au rang k + 1.
La formule étant encore valable au rang k = 0 (a0 = 1), on a ainsi

∀x ∈]− 1, 1[,
1√
1− x

=

+∞∑
k=0

(
2k
k

)
4k

xk

– Marche aléatoire –
2) Par indépendance des Xi, on a

P (Xk+1 = i1, . . . , Xn = in−k) =

n∏
j=k+1

P (Xj = ij−k)

Comme les Xi ont toutes la même loi, P (Xj = ij−k) = P (Xj−k = ij−k) et donc (en utilisant encore l’indépen-
dance)

P (Xk+1 = i1, . . . , Xn = in−k) =

n−k∏
j=1

P (Xj = ij) = P (X1 = i1, . . . , Xn−k = in−k)

3) Par définition des Sn, on a
Sk+1 − Sk = j1
Sk+2 − Sk = j2
...
Sn − Sk = jn−k

⇐⇒


Xk+1 = j1
Xk+1 +Xk+2 = j2
...
Xk+1 + · · ·+Xn = jn−k

⇐⇒


Xk+1 = j1
Xk+2 = j2 − j1
...
Xn = jn−k − jn−k−1

On peut alors utiliser la question précédente pour en déduire que

P (Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k) = P (X1 = j1, X2 = j2 − j1, . . . , Xn−k = jn−k − jn−k−1)

On fait alors le trajt dans l’autre sens et on remarque que
X1 = j1
X2 = j2 − j1
...
Xn−k = jn−k − jn−k−1

⇐⇒


S1 = j1
S2 = j2
...
Sn−k = jn−k

ce qui donne finalement

P (Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k) = P (S1 = j1, . . . , Sn−k = jn−k)
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4) On remarque que An
k = (Sk = 0) ∩ (Sk+1 6= 0) ∩ . . . (Sn 6= 0) et donc

P (An
k ) = P (Sk = 0)P(Sk=0)(Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0)

De façon évidente,

P(Sk=0)(Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0) = PSk=0(Sk+1 − Sk 6= 0, . . . , Sn − Sk 6= 0)

On remarque que les variables Sk+1 − Sk, …, Sn − Sk ne dépendent que de Xk+1, . . . , Xn et sont donc indé-
pendantes de Sk qui ne dépend que de X1, . . . , Xk (et puisque les Xi sont, elles, indépendantes). On a donc,
d’après le lemme des coalitions,

P(Sk=0)(Sk+1 6= 0, . . . , Sn 6= 0) = P (Sk+1 − Sk 6= 0, . . . , Sn − Sk 6= 0)

Remarquons que

P (Sk+1 − Sk 6= 0, . . . , Sn − Sk 6= 0) = P

 ∪
j1,...,jn−k ̸=0

(Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k)


=

∑
j1,...,jn−k ̸=0

P (Sk+1 − Sk = j1, . . . , Sn − Sk = jn−k)

la dernière égalité provenant de l’incompatiblité des événements. La question précédente donne alors

P (Sk+1 − Sk 6= 0, . . . , Sn − Sk 6= 0) =
∑

j1,...,jn−k ̸=0

P (S1 = j1, . . . , Sn−k = jn−k)

et en refaisant le chemin dans l’autre sens

P (Sk+1 − Sk 6= 0, . . . , Sn − Sk 6= 0) = P (S1 6= 0, . . . , Sn−k 6= 0)) = P (En−k)

Finalement, on trouve que
P (An

k ) = P (Sk = 0)P (En−k)

5) Soit n ∈ N. Soit ω ∈ Ω ; comme S0(ω) = 0, il existe un plus grand k ∈ [|0, n|] tel que Sk(ω) = 0 et on a alors
ω ∈ An

k . La réunion des parties An
0 , . . . , A

n
n est donc égale à Ω. Ces parties étant disjointes, on a donc

1 =

n∑
k=0

P (An
k ) =

n∑
k=0

P (Sk = 0)P (En−k)

6)
∑

(P (Sn = 0)xn) et
∑

(P (En)x
n) étant des séries entières de rayon de convergence au moins égal à 1

(|P (En)x
n| ⩽ 1 si |x| ⩽ 1). On peut donc utiliser le théorème sur le produit de Cauchy et écrire que pour

x ∈]− 1, 1[ ( ∞∑
n=0

P (Sn = 0)xn

)( ∞∑
n=0

P (En)x
n

)
=

∞∑
n=0

unx
n avec un =

n∑
k=0

P (Sk = 0)P (En−k)

Avec la question précédente, on a donc( ∞∑
n=0

P (Sn = 0)xn

)( ∞∑
n=0

P (En)x
n

)
=

+∞∑
n=0

xn =
1

1− x

7) Sn(ω) est la somme de n quantités valant 1 ou −1 et ne peut donc être nul que s’il y a autant de 1 que de −1,
c’est à dire que si n est pair. On a donc

∀n ∈ N, P (S2n+1 = 0) = 0

Supposons maintenant n pair et écrivons que n = 2p. La valeur de Sn(ω) ne dépend que des valeurs de
ω1, . . . , ω2p. Il y a 22p = 4p choix pour ces valeurs et on a

P (S2p = 0) =
αp

4p

où αp est le nombre de uplets (ω1, . . . , ω2p) contenant autant de 1 que de −1. Choisir un tel uplet, c’est choisir
la position des 1 et il y a

(
2p
p

)
tels choix. On a donc

P (S2p = 0) =

(
2p
p

)
4p
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8) On en déduit que pour x ∈]− 1, 1[,

+∞∑
n=0

P (Sn = 0)xn =

+∞∑
p=0

(
2p
p

)
4p

x2p =
1√

1− x2

et donc que
+∞∑
n=0

P (En)x
n =

√
1− x2

1− x
=

√
1 + x

1− x

9) Soit n ∈ N∗, (T = n) = (T > n− 1) \ (T > n). On en déduit que P (T = n) = P (En−1)− P (En).
On note de plus que comme la suite (P (T = n))n⩾1 est bornée, la série entière

∑
P (T = n)xn a un rayon de

convergence au moins égal à 1 et, pour x ∈ [0, 1[,

+∞∑
n=1

P (T = n)xn =

+∞∑
n=1

(P (En−1)− P (En))x
n

= x

+∞∑
n=0

P (En)x
n −

+∞∑
n=1

P (En))x
n

= x

√
1 + x

1− x
−

(√
1 + x

1− x
− 1

)
car P (E0) = 1

= 1−
√
1− x2

10) D’après la formule démontrée à la question précédente, il est clair, par unicité du développement en série entière
que pour n impair P (T = n) = 0.
En divisant par x on a alors que pour tout x ∈]0, 1[,

+∞∑
n=1

P (T = 2n)x2n−1 =
1−

√
1− x2

x
.

En dérivant les deux termes,

+∞∑
n=1

(2n− 1)P (T = 2n)x2n−2 =
1

x2

(
1√

1− x2
− 1

)
.

En posant alors encore an =

(
2n
n

)
4n

en en utilisant la question 1, on obtient que

+∞∑
n=1

(2n− 1)P (T = 2n)x2n−2 =
1

x2

+∞∑
n=1

anx
2n.

Par unicité du développement en série entière, on obtient finalement que pour tout entier n ⩾ 1,

P (T = 2n) =
1

2n− 1

(
2n
n

)
4n

.

11) On a en utilisant la formule de Stirling

P (T = 2n) =
1

2n− 1

(2n)!

4n(n!)2

∼ (2n)2ne−2n
√
4πn

2n× 4nn2ne−2n2πn

∼ 1

2
√
πn3/2

.

On a alors pour n > 0,

P (En)− P (T = ∞) =

+∞∑
k=n+1

P (T = k) =

+∞∑
p=p0

P (T = 2p)
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où p0 = dn+1
2 e. Par sommation des relations de comparaison pour les séries positives convergentes (la série

ci-dessus converge, par exemple en utilisant l’équivalent trouvé ci-dessus),

P (En)− P (T = ∞) ∼
n→+∞

+∞∑
p=p0

1

2
√
πp3/2

.

En utilisant une comparaison série intégrale, on obtient que

+∞∑
p=p0

1

p3/2
∼

p0→+∞

2
√
p0

.

Or p0 ∼ n
2 donc finalement :

P (En) ∼
n→+∞

√
2

πn
si P (T = ∞) = 0

P (En) ∼
n→+∞

P (T = ∞) sinon

12) Par la question 9), on a :

∀x ∈ [0, 1[, 1−
√
1− x2 =

∞∑
n=1

P (T = n)xn

Or la série entière
∑

(x 7→ P (T = n)xn) converge normalement sur [−1, 1] car la série numérique
∑

||x 7→
P (T = n)xn||∞,[−1,1] =

∑
P (T = n) converge. Sa fonction somme f est donc continue sur [−1, 1]. On a donc

∞∑
n=1

P (T = n) = f(1) = lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

1−
√
1− x2 = 1

et ainsi
P (T = ∞) = 0
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