MP1 / MP2 Devoir libre 13 2021 — 2022

Soit d un entier strictement positif. On note .Z;(R) I'espace vectoriel des matrices carrées réelles de
taille d et I; désigne la matrice identité. On appelle commutateur de A et B la matrice

[A,B] = AB — BA.
| - Préliminaire
On se fixe une norme N sur I'ensemble .#;1(R) des matrices colonnes et on note
S={Xe#,:R)|NX)=1}
1. Soit A € .#3(R). Justifier que la fonction 6 : X — N(AX) admet un maximum quand X € S.
On pose alors

1| A]| = max N (AX)
Xes

2. Montrer que ||.|| est une norme sur .#;(R).

3. Montrer que pour tout X € .#;1(R), N(AX) < ||A||N(X) et en déduire que pour A et B dans
Aa(R), [|AB| < [|A]L.[|B]|

Dans toute la suite, on considere une telle norme ||.|| sur .Z;(R).
- n -

4. Soit (Dy)nen une suite de matrices de .#;(R) qui converge vers D € .#;(R). Elle est donc
bornée et on note A > 0 tel que pour tout entier n, ||Dy,|| < A.
n!

(a) Soit k € N, on pose pour n >k et n > 1, Un:m'

Montrer que (uy)p>k tend vers

1 et que
0<1—u, <l

(b) En déduire que pour n > 1,
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(c) Montrer que pour k> 1 et n >0,
|1Dy, = D*[| < kXY Dn = D|.

puis que

On pourra procéder par récurrence.

n n—-+oo
5. Montrer qu’il existe une constante p > 0 telle que pour toute matrice M € .#;(R) telle que
|M]|[ <1

D, \"
(d) Conclure que (Id + ) — exp(D).

[lexp(M) — Ig — M| < pl| M][*.
6. Soit A, B deux matrices de .#4(R).

(a) Montrer que pour tout entier n non nul il existe une matrice C), telle que
A B A B
exp <> exp <> =lig+—+—+0C,
n n non

et que [|Cull = O ().

(b) En déduire que
) A B\\"
exp(A+ B) = lim (exp <> exp <>> .
n——+00 n n



