Option Informatique DL3 - Corrigé 2021 - 2022

— Partie | -

Dans le corrigé, certaines questions sont corrigées avec des tables de vérité, d’autres avec du calcul al-
gébrique. Le choix est complétement arbitraire, toutes les questions pouvant étre traitées avec les deux
méthodes.

1. On suppose que A = B donc pour toute valuation A, I\(A) = I,(B). De ce fait,

Donc (F = A) = (F = B).
2. (a) Considérons une implication élément F' = G.
— Si f apparait dans F' alors F' = f. De ce fait, pour toute valuation A,

]A(F = G) = I)\(f) +[)\(G) :1+I>\(G) =1

On en déduit que F' = G est une tautologie.
— Si v apparait dans G alors G = v. De ce fait, pour toute valuation A,

])&FiG):]A(F)—FI)\(V):],\(F)—Fl:l

On en déduit que F' = G est une tautologie.

— Si v apparait dans F' et si on note I tel que F' = F' Av alors F' = F’. De ce fait, FF = G
est une tautologie si et seulement si £ = G en est une. De méme, Si f apparait dans F' et
si on note G’ tel que G = G’V f alors G = G'. De ce fait, F' = G est une tautologie si et
seulement si F' = G’ en est une.

— Si on suppose que ni v, ni f n’apparait dans F' ou dans G. On pose F' = 21 A --- Az, et
G =141 V- Vy, On a alors pour toute valuation A,

L(F=G) = Lz AN ANxp)+ Ly V- V)
I(zy) @ o Iy(zp) + In(y1) + -+ + In(y,)
A@n) + o+ D) + Inyn) + -+ 1a(y,)

~

S'il existe i € [1,p] et j € [1,¢] tels que x; = y;, on a alors

De ce fait F' = G est une tautologie.

A Tinverse, si on suppose que pour tout i € [1,p] et pour tout j € [1,¢] on a z; # y;, on
peut considérer A telle que, pour tout i € [1,p], A(z;) =1 et pour tout j € [1,q], A(y;) = 0.
Le calcul montre alors que I\(F = G) = 0 et donc F' = G n’est pas une tautologie.

(b) L’implication (a) est une tautologie car xs est dans les deux membres, l'implication (c) est une
tautologie car f est dans le membre de gauche et I'implication (d) est une tautologie car v est
dans le membre de droite.

L’implication (b) n’est pas une tautologie.



3. On veut démontrer que

(FA-A)=G)=(F=(GVA) (Gy)
Réalisons une table de vérité
A F|G|FAN-A|GVA|(FAN-A) =G| F=(GVA)
0]0]0 0 0 1 1
001 0 1 1 1
0[1/]0 1 0 0 0
0|11 1 1 1 1
11010 0 1 1 1
1101 0 1 1 1
11110 0 1 1 1
11111 0 1 1 1

Les deux dernieres colonnes étant identiques : ((F'A—-A) = G) = (F = (GV A))
En appliquant (G1) pour F' = v,

(FA) =G =(vAh-A)=G)=(v=(GVA)

4. Soit A une valuation,

L((FA(AVB))=G) = L(((FAAVDB))+ L(G)
— T(F) e L(AVB) + L\(G)
(F)+ I (A )+I)\(B)+[,\(G)
L(F) + Th(A IA(B)>+IA(G)
(6E) + h(A))  (L(F) + L(B))) + L(C)
(Tn(F) + Tn(A) + I( G)> ( +IA(B))+IA(G)>
(Tn(F) & In(A)) + I( G)).( F)o[A(B))JrIA(G))
= IA((F/\A):>G) IL((FAB)=G)

~ | —

De ce fait, si (F'A(AV B)) = G est une tautologie, alors pour toute valuation A, I,((FA(AVB)) =
G)=1letdonc L(FANA) = G)=1et L,(FAB)= G)=1.0n en déduit que (FAA) = G
t (FF A\ B) = G sont des tautologies. Réciproquement, si (FF A A) = G et (F A B) = G sont
des tautologies, pour toute valuation A ,[L,((FA(AV B)) = G)=1car L(FANA) = G)=1et
L((FAB)=G)=1.

On peut alors déduire (G4) en appliquant (Gs) avec F' = v.

5. Soit A une valuation,

IL(F = (GVv-A) = L(F)+ L(GV-A)
= L(F)+ L\(G)+ I,(A)
= L(F) eI, (4)
= 1,
= L(FANA)=QG)

Ce qui montre bien que (F' = (GV -A)) = ((FAA) = G).
Maintenant, en appliquant (D) avec G = £, on obtient (Dy) car (fV —A) = -A.
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6. Ecrivons la table de vérité de F = (G V (A A B))

n||F|G|A|B|AANB|GV(AAB)||F=(GV(AAB))|F=(GVA)|F=(GVB)
140]010]0 0 0 1 1 1
2110(0]0]1 0 0 1 1 1
310101160 0 0 1 1 1
410010]1]1 1 1 1 1 1
5110|1100 0 1 1 1 1
6{0]1]0]|1 0 1 1 1 1
7401111710 0 1 1 1 1
801 |1]1 1 1 1 1 1
91110(0/0 0 0 0 0 0
100110]0(1 0 0 0 0 1
1y1/0[1]0 0 0 0 1 0
120011011 1 1 1 1 1
13117010 0 1 1 1 1
401|101 0 1 1 1 1
50 1]1]1]0 0 1 1 1 1
61111 1 1 1 1 1

Si on suppose que F' = (G V (A A B)) alors on ne considére pas les trois lignes 9, 10 et 11. Dans ce
cas, on voit que F' = (GV A) et F' = (G V B) sont des tautologies. Réciproquement, si on suppose
que F = (GV A) et F = (GV B) sont des tautologies, on doit la aussi exclure les lignes 9, 10 et
11. On voit alors que F' = (G'V (A A B)) est une tautologie.

En appliquant (D3) au cas ou G = f on obtient (Dy)

7. On considere une implication F' = G. On peut supposer que ' = Fy A--- AF, oup > 1 et
G =G V---VG,ouq > 1. De plus, par associativité de A on peut supposer que les formules F;
sont atomiques ou de la forme =A, AV B ou A = B (c’est-a-dire qu’elles ne sont pas de la forme
A A B). De la méme maniére on peut supposer que les formules G; sont atomiques ou de la forme
—A, AN B ou A = B (c’est-a-dire qu’elles ne sont pas de la forme AV B).

Passons en revue les différents cas :

— Si F}, est de la forme = A, on applique (Gy) si p > 2 et (Gz) sinon. Cela fait disparaitre —A de
la formule de gauche.

— Si F}, est de la forme AV B, on applique (G3) si p > 2 et (Gy4) sinon. On se ramene a étudier
deux formules ot le terme A V B a disparu a gauche.

— Si F), est de la forme A = B, on applique (Gs) si p > 2 et (Gg) sinon. On se ramene a étudier
deux formules ot le terme A = B a disparu a gauche.

On peut itérer cela tant que la formule a gauche n’est pas une formule conjonctive élémentaire.

Ensuite,

— Si G, est de la forme —A, on applique (D;) si ¢ > 2 et (D) sinon. Cela fait disparaitre = A de
la formule de droite.

— Si F), est de la forme AV B, on applique (D3) si ¢ > 2 et (Dy4) sinon. On se ramene a étudier
une ou deux formules ot le terme A V B a disparu a droite.

— Si F}, est de la forme A = B, on applique (Ds) si ¢ > 2 et (Dg) sinon. On se rameéne a étudier
une formule ou le terme A = B a disparu a droite.

On peut itérer cela tant que la formule a droite n’est pas une formule disjonctive élémentaire.

En itérant, on se raméne (questions suivantes) a vérifier si des implications élémentaires sont des

tautologies.



8. (a)

Soit F' une formule, F' = (v = F'). On applique alors 'algorithme précédent qui permet de
savoir si (v = F) (et donc F) est une tautologie.

En utilisant que F' est une contradiction si et seulement si —F" est une tautologie, on ne ramene
au cas précédent.

Soit F' = G une implication élémentaire. Dans ce cas F' = x1 A --- A z,, (éventuellement en
ajoutant v ou f). On en déduit que

= ZMC(JZZ’) =0

De méme, en posant G =z V - - - V 2, (éventuellement en ajoutant v ou f). On en déduit que

= ZNG(ZEZ'> =0

Finalement, 1;(F = G) = p,(F) + p1a(G) = 0.
SiF=FNAN...NF,et G=G1A... NG, avec éventuellement p =1 ou ¢ = 1, alors :

P

pg(F'AG) = Z +Zﬂg (£) + p1e(G)

=1

De plus, en supposant que les F; ne sont pas des conjonctions,
p
pe(F) = (0= 1)+ > ne(F) =p = 1+ pg(F) > py(F)

SiF=FV..VF,etG=G;V...VG,avec éventuellement p =1 ou ¢ =1, alors :

F\/G Z:uc +Z,uc - )_'_Md(G)

De plus en supposant que les F; ne sont pas des disjonctions,
p
pe(F)=(p— 1)+ > pe(F) =p—1+ pa(F) > pa(F)

Nous allons montrer que chacune de 12 regles utilisées dans 1’algorithme de la question 7 ramene
le fait que I'implication F' = G soit une tautologie au fait qu’une ou plusieurs implications
soient des tautologies et que ces nouvelles implications ont une i-mesure strictement inférieure
— Regle (G1) ¢ u((F A=A) = G) = 1y(F) + py(~A) + 1a(G) = 1+ 1,(F) + pe(A) + j1alG) >
fg(F) + pie(A) + 11a(G) = p1g(F) + pa(A) + pa(G) = i(F = (G V A))
On a bien p;((FA—A) = G) > ;(F = (GV A)).
— Régle (Gs) : pil(F A (AV B)) = G) = 1y(F) + 1y(AV B) + 14(G) = 1+ sty (F) + po(A) +
pie(B) + 11a(G).

Donc
pi((FA(AV B)) = G) > pg(F)+pe(A) +pa(G) = pg(F) +pg(A) +14(G) = p((FAA) = G)
De méme, u;((FAN(AV B)) = G) > u((FAB) = G)
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Les autres regles se traitent de la méme maniere.
L’algorithme termine donc quand on arrive a une liste d’implications de ¢-mesure nulle. Ce sont
nécessairement des implications élémentaires car sinon, on pourrait appliquer une des 12 regles.
10. Notons T} = (z1 = (22 = 23)) = ((21 = 22) = (z1 = 23)).
On applique (Gg) et on obtient que T} est une tautologie si et seulement si Ty et T3 le sont ou
Ty = (29 = 23) = ((:vl = 1) = (11 = :173)) et Ty=v= ($1 V ((xl = 1) = (11 = :Bg))),
A son tour Ty se décompose par (Gg) en Ty et T avec :
Ty = x5 = ((xl = T9) = (11 = :Ug)) et Ty=v=> (932 Vv ((xl = x9) = (11 = $3)))
En utilisant (Ds), T3 = (v A (21 = 23)) = (21 V (21 = x3)) qui se décompose d’apres (Gs) en Ty

et Tr7) avec :
Ts = (VA xg) = (ml\/(xl :xg,)) et Th=v= (ml\/(xl :xg))
On a immédiatement, en utilisant (D5) : T = (v Az Axy) = (21 V 3) qui est une implication

élémentaire. C’est une tautologie car la variable x; figure a la fois dans les deux membres.
De méme, en utilisant (D5) : 77 = (v A x1) = (21 V x3) qui est une tautologie.
D’apres (Dg), Ty = Tg ou Ty = (:1:'3 A () = a:Q)) = (x1 = x3) qui se décompose d’apres (Gs) en
Ts = (Ty N Typ) avec :

To=(x3Nw) = (1 = 23) et Tio=uz3= (x1V (1= 23)).
D’apres (Dg), To = (3 Axg A1) = x3 qui est est une tautologie.
D’apres (Ds), Tio = (x3 Ax1) = (21 V x3) qui est est une tautologie.
D’aprés (D5), Ts = (VA (21 = 22)) = (22V (21 = x3)) qui se décompose d’apres (Gs) en Tiy ATiz
avec :

Ti=(VAz) = (22V(z1 = 23)) = (VA2 Azi) = (22 V 33) (dapres (Ds)) @ c’est une
tautologie.

Tio =v = (x1 Va2 V(1 = x3)) = (VAz1) = (21 V2 Vas) (dapres (Dj)) : clest une
tautologie.
Au total, T7 est bien une tautologie.



11.

12.

13.

14.

15.

— Partie Il —

On écrit les fonctions voulues

let estVide 1 = 1 = [];;
let rec ajoute f 1f = match 1f with
| 001 -> [f]
| tf :: q -> if tf = f then 1f else tf :: (ajoute f q);;

let uneFormule 1f = let t::q = 1f in t;;

let reste 1f = let t::q = 1f in q;;

let ensembleVide () = {v = false ; f = false ; tbl = Array.make vmax false ;

i = [L1gs

let queDesVariables ef = estVide ef.1f;;

On récupere t1 et t2 les tableaux qui permettent de savoir si une variable atomique est dans I’'un ou
I’autre ensemble. On parcourt alors les deux tableaux jusqu’a ce que I’on trouve un indice i tel que
t1.(1) et t2. (i) soient tous les deux vrais ce qui signifie que z; appartient aux deux ensembles.
On s’arréte au pire a la fin des tableaux.

let intersection el e2 =
let tl1 = el.tbl and t2 = e2.tbl in

let presente = ref false in
let i = ref 0 in
while not !presente && 'i < vmax do
presente := t1.('i) && t2.(!i)
done;
!presente;;
On ajoute la formule dans le bon champ :
let ajouteEns f e = match f with
| Vrai -> {v = true; f = e.f; tbl = e.tbl; 1f = e.1f}

| Faux -> {v e.v; f = true; tbl = e.tbl; 1f

| Var (i) -> let t = e.tbl in t.(i) <- true;
{v = e.v; f = e.f; tbl = t; 1f = e.1f}

| -> {v = e.v; f = e.f; tbl = e.tbl; 1f = ajoute f (e.lf)};;

e.1f}

let formuleSuivante e =
let f = uneFormule e.lf in
(f, {v =e.v; f = e.f; tbl = e.tbl; 1f = reste (e.lf)});;




16.

17.

On applique l'algorithme précédent
let rec verifie u v =
let qdvu = queDesVariables u and qdvv = queDesVariables v in
if qdvu && qdvv
then u.F || v.V || intersection u v
else if not (gdvu)
then let (f,ru) = formuleSuivante u in match f with
| Et(a,b) -> verifie (ajouterEns (ajouterEns ru a) b) v
| Non a -> let w = if queDesVariables ru

then (* G2 #*) ajouterEns Vrai ru
else (* G1 *) ru
in verifie w (ajouterEns v a)

| Ou(a,b) -> (* G3 et G5 *)
verifie(ajouterEns ru a) v
&% verifie(ajouterEns ru b) v

| Implique(a,b) -> let w = if queDesVariables ru
then (* G5 *) ajouterEmns ru Vrai
else (¥ G6 *) uu
in verifie(ajouterEns ru b) v
&% verifie w (ajouterEns v a)
-> failwith "Erreur 1"

else if not (qdvv)
then let (g,rv) = formuleSuivante v in match g with

| Ou(a,b) -> verifie u (ajouterEns (ajouterEns rv a) b)

| Non a -> let w = if queDesVariables rv
then (* D2 *) ajouter_formule rv Faux
else (* D1 *) rv
in verifie(ajouterEns u a) w

| Et(a,b) -> (* D3 et D4 *)

verifie u (ajouterEns rv a)
&& verifie u (ajouterEns rv a)

| Implique(a,b) -> (¥ D5 et D6 *)
verifie(ajouterEns u a)(ajouterEns rv b)

-> failwith "Erreur 2"

else failwith "Erreur 3"

L)

Pour tester si une formule F' est une tautologie, on teste si v = F' en est une.

let tautologie f =
verifie(ajouterEns (ensembleVide()) vrai)
(ajouterEns (ensembleVide()) £f) ;;




