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Exercice I

1) Étude des fonctions U et V .
a) Soit x ∈ R∗

+. On note ϕx : t 7→ e−tx−e−t

t et ψx : t 7→ eitx−eit

t qui sont définies et continues sur ]0,+∞[.
Au voisinage de 0. On a

ϕx(t) =
e−tx − e−t

t
=

1− tx− (1− t) + o(t)

t
= 1− x+ o(1)

Cela montre que la fonction ϕx est prolongeable par continuité en 0 en posant ϕx(0) = 1− x, elle est donc
intégrable sur [0, 1]. De même,

ψx(t) =
eitx − eit

t
=

1 + itx− (1 + it) + o(t)

t
= i(x− 1) + o(1)

Cela montre que la fonction ψx est prolongeable par continuité en 0 en posant ψx(0) = i(x − 1), elle est
donc intégrable sur [0, 1].
On en déduit que pour tout r ∈ R+, les fonctions ϕx et ψx sont intégrables sur [0, r] ; les fonctions U et V
sont définies sur R∗

+ × R+.
b) Soit x ∈ R∗

+, comme ϕx et ψx sont continues, d’après le théorème fondamental de l’analyse, les fonctions
r 7→ U(x, r) et r 7→ V (x, r) sont de classe C 1. De plus

∀r ∈ R,
∂U

∂r
(x, r) = ϕx(r) et ∂V

∂r
(x, r) = ψx(r)

2) Calcul de l’intégrale u(x) pour x > 0.
a) Soit x ∈ R∗

+, la fonction ϕx est continue sur [0,+∞[. De plus

t2ϕx(t) = te−tx − te−t −→
t→0

0

Cela montre que ϕx(t) = o
+∞

(
1
t2

)
. Comme la fonction t 7→ 1

t2
est intégrable sur [1,+∞[ la fonction ϕx aussi.

Finalement u(x) est bien définie.
b) Appliquons le théorème de caractère C 1 des intégrales à paramètres. Notons pour cette question

ϕ : (x, t) 7→ ϕx(t) =
e−tx − e−t

t

i) Pour tout x > 0, la fonction t 7→ ϕ(x, t) est continue (par morceaux) sur ]0,+∞[

ii) Pour tout x > 0, la fonction t 7→ ϕ(x, t) est intégrable sur ]0,+∞[.
iii) Pour tout t ∈]0,+∞[, la fonction x 7→ ϕ(x, t) est de classe C 1 et

∀x ∈ R∗
+, ∀t ∈ R∗

+,
∂ϕ

∂x
(x, t) =

−te−tx

t
= −e−tx

De plus la fonction (x, t) 7→ −e−tx vérifie les hypothèses du théorème de continuité des intégrales à
paramètres.
α) Pour tout x > 0, la fonction t 7→ −e−tx est continue (par morceaux) sur ]0,+∞[

β) Pour tout t > 0, la fonction x 7→ −e−tx est continue sur ]0,+∞[.
γ) Domination locale : pour tout a > 0,

∀x ∈ [a,+∞[, ∀t ∈ R∗
+, | − e−tx| ⩽ e−ta

Or t 7→ e−ta est continue sur [0,+∞[ et e−ta = o
+∞

(
1
t2

)
. On en déduit que t 7→ e−ta est intégrable

sur ]0,+∞[ comme en 2.a)
On en déduit que u est de classe C 1 sur ]0,+∞[ et pour x ∈]0,+∞[,

u′(x) =

∫ +∞

0

−etxdt =
[
e−tx

x

]+∞

0

= − 1

x
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c) On déduit de la question précédente qu’il existe une constante C ∈ R telle que

u : x 7→ − ln(x) + C

En remarquant que pour x = 1, la fonction t 7→ ϕ(1, t) est la fonction nulle, on obtient que u(1) = 0 et donc
C = 0.
Finalement u : x 7→ − ln(x)

3) Calcul de l’intégrale v(x) pour x > 0.

a) Soit x ∈ R∗
+. Appliquons le théorème de caractère C 1 des intégrales à paramètres. Notons pour cette question

α : (r, t) 7→ e−xre−it

où α est définie sur R+ × [0, π2 ].
i) Pour tout r ⩾ 0, la fonction t 7→ α(r, t) est continue (par morceaux) sur [0, π2 ]

ii) Pour tout r ⩾ 0, la fonction t 7→ α(r, t) est intégrable sur [0, π2 ] car elle est continue sur un segment.
iii) Pour tout t ∈ [0, π2 ], la fonction r 7→ α(r, t) est de classe C 1 et

∀r ∈ R+, ∀t ∈ [0,
π

2
],
∂α

∂x
(r, t) = −xe−ite−xre−it

De plus la fonction (r, t) 7→ ∂α

∂x
(r, t) vérifie les hypothèses du théorème de continuité des intégrales à

paramètres.

α) Pour tout r ∈ R+0, la fonction t 7→ ∂α

∂x
(r, t) est continue (par morceaux) sur [0, π2 ]

β) Pour tout t ∈ [0, π2 ], la fonction r 7→ ∂α

∂x
(r, t) est continue sur R+.

γ) Domination :
∀r ∈ R+, ∀t ∈ [0,

π

2
],
∣∣∣−xe−ite−xre−it

∣∣∣ ⩽ xe−xr cos(t) ⩽ x

De plus t 7→ x est intégrable sur [0, π2 ].
On en déduit que r 7→ φ(x, r) est de classe C 1 sur [0,+∞[ et pour r ∈ [0,+∞[,

∂φ

∂r
(x, r) =

∫ π
2

0

−xe−ite−xre−it

dt

Pour r 6= 0, ∫ π
2

0

−xe−ite−xre−it

dt =

[
− 1

ir
e−xre−it

]π
2

0

=
1

ir

(
e−xr − exri

)
et pour r = 0,

∂φ

∂r
(x, r) =

∫ π
2

0

−xe−itdt =
[x
i
e−it

]π
2

0
=
x

i
(−i− 1)

b) Soit x ∈ R∗
+, la fonction A : r 7→ U(x, r)− V (x, r) est de classe C 1 sur R+ et sa dérivée est

A′(r) =
∂U

∂r
(x, r)− ∂V

∂r
(x, r) =

 e−rx − e−r − eirx + eir

r
si r 6= 0

1− x− i(x− 1) si r = 0

Soit x ∈ R∗
+, la fonction B : r 7→ iφ(x, r)− iφ(1, r) est de classe C 1 sur R+ et sa dérivée est

B′(r) = i
∂φ

∂r
(x, r)− i

∂φ

∂r
(1, r) =


e−rx − exri − e−r + eri

r
si r 6= 0

x

i
(−i− 1)− 1

i
(−i− 1) = 1− x− i(x− 1) si r = 0

Cela montre que pour tout r ∈ R+ que A′(r) = B′(r). De plus, pour r = 0,

A(0) = U(x, 0)− V (x, 0) = 0 et B(0) = iφ(x, 0)− iφ(1, 0) = i
π

2
− i

π

2
= 0

On en déduit que pour tout (x, r) ∈ R∗
+ × R,

U(x, r)− V (x, r) = iφ(x, r)− iφ(1, r)
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c) Soit x ∈ R∗
+, pour tout r ∈ R+,

|φ(x, r)| ⩽
∫ π

2

0

∣∣∣e−xre−it
∣∣∣ dt = ∫ π

2

0

e−xr cos tdt

En appliquant la version continue du théorème de convergence dominée montrons que

lim
r→+∞

∫ π
2

0

e−xr cos tdt = 0

On pose pour r ∈ R+ et t ∈ [0, π2 ], β(r, t) = e−xr cos t.
i) Pour tout r ⩾ 0, la fonction t 7→ β(r, t) est continue (par morceaux) sur [0, π2 ]

ii) Pour tout t ∈ [0, π2 ],

lim
r→+∞

e−xr cos t =

{
0 si t 6= π

2
1 sinon

On pose γ : t 7→
{

0 si t 6= π
2

1 sinon qui est continue par morceaux sur [0, π2 ].

iii) Domination : Pour tout t ∈ [0, π2 ] et tout x ∈ R∗
+, |β(r, t)| ⩽ 1. La fonction t 7→ 1 est intégrable sur

[0, π2 ].
On en déduit que

lim
r→+∞

∫ π
2

0

e−xr cos tdt =

∫ π
2

0

γ(t)dt = 0

Cela montre que lim
r→+∞

φ(x, r) = 0

d) Soit x > 0. En utilisant la question 3.b) on obtient que pour r ∈ R+,

V (x, r) = U(x, r)− iφ(x, r) + iφ(1, r)

En faisant tendre r vers +∞ on obtient que l’intégrale v(x) converge et que

v(x) = lim
r→+∞

V (x, r) = lim
r→+∞

U(x, r) = u(x) = − ln(x)

Exercice II - (16 p 57)

1) La fonction f est polynomiale. Elle est donc de classe C 1.

2) Posons M =

(
m11 m12

m21 m22

)
et H =

(
m11 m12

m21 m22

)
. On a

det(M +H) =

∣∣∣∣ m11 + h11 m12 + h12
m21 + h21 m22 + h22

∣∣∣∣ = (m11 + h11)(m22 + h22)− (m12 + h12)(m21 + h21)

En développant et en regroupant les termes on obtient

det(M +H) = det(M) +m11h22 +m22h11 −m12h21 −m21h12 + h11h22 − h12h21

On remarque alors que M̃ =

(
m22 −m12

−m21 m11

)
, si bien que

tr(M̃H) = m22h11 −m12h21 −m21h12 +m11h22

Si de plus on note ||.||∞ la norme infinie de Mn(C), on a

|h11h22 − h12h21| ⩽ 2||H||2∞

Cela montre que
det(M +H) = det(M) + tr(M̃H) + o(H)

Cela implique que
∀(M,H) ∈ Mn(C)2, dfM (H) = tr(M̃H)
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3) Passons au cas général.
Première méthode : soit (M,H) ∈ Mn(C)2. Notons C1, . . . , Cn les colonnes de la matrice M et H1, . . . , Hn

celles de la matrice H. On a note alors M +H = (C1 +H1|C2 +H2| · · · |Cn +Hn).
Par multilinéarité

det(M +H) = det(C1 +H1| · · · |Cn +Hn) = det(M) +

n∑
j=1

det(C1| · · · |Cj−1|Hj |Cj+1| · · · |Cn) + φ(M,H)

où φ regroupe tous les termes contenant au moins deux fois une colonne provenant de la matrice H.
Comme on sait que le déterminant est multilinéaire, il existe une constante C > 0 telle que pour (X1, . . . , Xn) ∈
Mn,1(C)n,

| det(X1| · · · |Xn)| ⩽ CN∞(X1) · · ·N∞(Xn)

où N∞ désigne la norme infinie sur Mn,1(C). En particulier, pour k ∈ [[2, n]] et αk un des terme apparaissant
dans φ faisant apparaitre k termes de la matrice H et n− k termes de la matrice M ,

|αk| ⩽ C||H||k∞||M ||n−k
∞

On en déduit que φ(M,H) = o(H) comme somme finie de termes étant tous de la forme ||H||∞ε(H) avec ε
tendant vers 0 en 0.
Comme de plus l’application

θM : H 7→
n∑

i=1

det(C1| · · · |Cj−1|Hj |Cj+1| · · · |Cn)

est linéaire, on obtient que dfM = θM .

Il reste à calculer θM (H). On note E1, . . . En la base canonique de Mn,1(C) de sorte que Hj =
n∑

i=1

hijEi. On

en déduit par linéarité que

θM (H) =

n∑
j=1

n∑
i=1

hij det(C1| · · · |Cj−1|Ej |Cj+1| · · · |Cn)

En développant selon la j-eme colonne, det(C1| · · · |Cj−1|Ej |Cj+1| · · · |Cn) = ∆ij où ∆ij désigne le cofacteur
d’indice i, j de M . On en déduit que

dfM (H) =

n∑
i=1

n∑
j=1

∆ijhij = tr(M̃H)

Deuxième méthode :
— Commençons par traiter le cas où M = In. On peut procéder comme lors de la première méthode mais nous

allons plutôt le faire en utilisant χA le polynôme caractéristique de A. On a

∀x ∈ R∗, χA(x) = det(xIn −A) = xn det

(
In − 1

x
A

)
En posant u = − 1

x on a donc

det(In + uA) = (−u)nχA

(
− 1

u

)
= (−u)n ×

((
− 1

u

)n

− tr(A)
(
− 1

u

)n−1

+ · · ·

)
= 1 + tr(A)u+ o(u)

Si A 6= 0, on peut calculer la dérivée selon A de f en In

DAf(In) = lim
u→0

f(In + uA)− f(In)

u
= tr(A)

Cela montre que
dfIn : A 7→ tr(A) = tr(ĨnA)

car la comatrice de la matrice In est In elle-même.
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— On suppose que M est inversible. Pour H ∈ Mn(C),

det(M +H) = det(M(In +M−1H)) = det(M) det(In +M−1H)

D’après ce qui précède, il existe une fonction ε qui tend vers 0 en 0 telle que

det(In +M−1H) = 1 + dfIn(M
−1H) +M−1Hε(M−1H) = 1 + tr(M−1H) +M−1Hε(M−1H)

Par continuité du produit matriciel on a donc

det(M +H) = det(M) + det(M)tr(M−1H) + o(H)

On en déduit que
dfM : H 7→ tr(det(M)M−1H) = tr(M̃H)

Pour la dernière égalité on a utilisé que MM̃ = det(M)In et donc M̃ = det(M)M−1.
— Soit H ∈ Mn(C) fixée. Pour toute matrice M , les coefficients de M̃ sont les cofacteurs de M qui sont des

polynômes en les coefficients de M . Cela montre que M 7→ M̃ est continue. Comme le produit matriciel
est continue et que tr aussi car c’est une application linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie,
l’application a :M 7→ tr(M̃H) est continue de Mn(C) dans C.
De plus, comme f est de classe C 1, l’application df :M 7→ dfM est continue de Mn(C) dans L (Mn(C),C).
Soit eH d’évaluation en H définie par

eH : L (Mn(C),C) → C
u 7→ u(H)

L’application eH est continue car linéaire et L (Mn(C),C) est de dimension finie. On en déduit que b :M 7→
dfM (H) est continue comme composée d’application continue car b = eH ◦ df .
Finalement les applications a et b coïncident sur GLn(C) qui est dense 1 dans Mn(C) d’après ce qui précède
donc, pour toute matrice M ∈ Mn(C),

dfM (H) = b(M) = a(M) = tr(M̃H)

1. pour M ∈ Mn(C), on note ρ = inf{|λ| , λ ∈ Sp(M) \ {0}} le module de la plus petite valeur propre non nulle M (en module), en
convenant que ρ = 1 si M n’a pas de valeurs propres non nulles. Pour tout p ⩾ 2, ρ

p
∈]0, ρ[ donc ce n’est pas une valeur propre de M . On

en déduit que Mp = M − ρ
p
In est inversible. Comme (Mp) −→

p→+∞
M on obtient que GLn(C) est dense dans Mn(C).
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