MP1 / MP2 Devoir libre 17 - Corrigé 2021 - 2022

Exercice |

1) Etude des fonctions U et V.
a) Soit z € R%. On note ¢, : ¢+ “ =€ ot ¢, : { # qui sont définies et continues sur ]0, +oo|.
Au voisinage de 0. On a

e —e b 1—tx—(1-t)+o(t)

. ; =1—-z+o0(1)

¢m (t) =

Cela montre que la fonction ¢, est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢, (0) = 1 — z, elle est donc

intégrable sur [0,1]. De méme,

et — et 14ite — (1+it) + o(t)
t t

Y, (t) = =i(x—1)+o0(1)

Cela montre que la fonction v, est prolongeable par continuité en 0 en posant 1, (0) = i(x — 1), elle est
donc intégrable sur [0, 1].
On en déduit que pour tout r € R, les fonctions ¢, et 1, sont intégrables sur [0,r]; les fonctions U et V
sont définies sur R} x R.

b) Soit 2 € RY, comme ¢, et v, sont continues, d’apres le théoreme fondamental de 'analyse, les fonctions
r s U(z,r) et 7+ V(z,7) sont de classe €. De plus

oU ov
Vr € R, E(z,r) = ¢, (1) et E(J},T) = 1 (7)

2) Calcul de Uintégrale u(xz) pour x > 0.
a) Soit x € R%, la fonction ¢, est continue sur [0, +oo[. De plus

2 _g—tr gt
t°p,(t) = te te QO

1
Cela montre que ¢, (t) = K (%) Comme la fonction ¢ — 7 ot intégrable sur [1, +oo] la fonction ¢, aussi.
o0
Finalement u(x) est bien définie.

b) Appliquons le théoréme de caractére ¢! des intégrales & parameétres. Notons pour cette question

eftx _ Eit

6 (,0) = 6alt) = —

i) Pour tout x > 0, la fonction t — ¢(x,t) est continue (par morceaux) sur |0, +o00[
it) Pour tout x > 0, la fonction t — ¢(x,t) est intégrable sur ]0, +oo].
i) Pour tout t €]0, +ool, la fonction z + ¢(x,t) est de classe € et

0 _ —te ™™
7 @)=

—tx

Vo € RY,Vt € RY, = —¢

De plus la fonction (z,t) — —e™'® vérifie les hypothéses du théoréme de continuité des intégrales &
parameétres.

~t& est continue (par morceaux) sur |0, +o0|

a) Pour tout x > 0, la fonction ¢ — —e
B) Pour tout t > 0, la fonction z — —e™~** est continue sur ]0, +o0].

~) Domination locale : pour tout a > 0,
Vz € [a,+oo[,Vt € RE,| —e | < e

Or t — e~ est continue sur [0, +oo[ et et = K (). On en déduit que ¢ — e~ est intégrable
o0

sur ]0, +o00[ comme en 2.a)

On en déduit que u est de classe € sur ]0, +oo[ et pour z €]0, +-o0],

+oo —tx ] to0
1
' () =/ —e"dt = [e ] =——
0

T 1o




¢) On déduit de la question précédente qu’il existe une constante C' € R telle que
u:x— —In(z)+C
En remarquant que pour z = 1, la fonction ¢ — ¢(1,t) est la fonction nulle, on obtient que u(1) = 0 et donc

C=0.
Finalement ’u sz — —In(x) ‘

3) Calcul de l’intégrale v(z) pour x > 0.
a) Soit € R% . Appliquons le théoréme de caractere ¢! des intégrales & parametres. Notons pour cette question

it

a:(rt) e e

ol « est définie sur Ry x [0, F].
i) Pour tout r > 0, la fonction ¢ — a(r,t) est continue (par morceaux) sur [0, 5]

ii) Pour tout r > 0, la fonction ¢ — «(r,t) est intégrable sur [0, 7] car elle est continue sur un segment.

#ii) Pour tout ¢ € [0, %], la fonction r — a(r,t) est de classe € et

Vre Ry, vt e [Ov g]v g%(’f', t) = 733671‘,56,3”6—#

Oa
De plus la fonction (r,t) — a—(r, t) vérifie les hypotheses du théoréme de continuité des intégrales a
x

parametres.
Oa
«) Pour tout r € R, 0, la fonction t — 8—(7“, t) est continue (par morceaux) sur [0, 7]
x

Oa
) Pour tout t € [0, 7], la fonction r — a—(r, t) est continue sur R,.
x

~) Domination :
—it_—axre

—ze e < xe—xrcos(t) <

Vr e Ry, Vt € [0, gL

De plus t +— x est intégrable sur [0, Z].
On en déduit que 7+ ¢(z,7) est de classe € sur [0, +oo[ et pour 7 € [0, +o0],

e = |

T —it 1 _ —it 1 — 1
—re zte xre dt = |:_€ xre :| == (6 zr ea:'rz)
r

1 0 i
dp B
E(iﬂﬂ’) _/0

b) Soit z € R%, la fonction A : 7+ U(z,r) — V(z,7) est de classe € sur Ry et sa dérivée est

[ME)

. _ —it
—xe teTTTC Tt

Pour r # 0,

S—
[SE]

et pour r =0,

[NE]

—xe tdt = [E,eﬂq ? = E(—z -1
i o i

e T o _ gt 4 ot

A0 = ary - W) = sir#0
B B r
" " 1l—z—i(z—1) sir=20

Soit @ € R%, la fonction B : 7+ ip(x,r) —ip(1,7) est de classe €' sur R, et sa dérivée est

690 asp © —° —° +e Si’}"?éo
B'(r) :ia—(x,r) —ia—(l,r) =9 "
" " (i) (-l =1l—-a—i(z—1) sir=0
(3

7

Cela montre que pour tout r € Ry que A’(r) = B’(r). De plus, pour r = 0,
v

A(0) =U(z,0) = V(z,0) =0 et B(0)=r1ip(x,0)—ip(1,0) = zg - 25 =0

On en déduit que pour tout (z,r) € RY x R,
U(JT,’/‘) - V(Z‘,’F) = Z(p(l‘,’l") - ’L(p(l, T)



c) Soit x € RY, pour tout r € Ry,

it

dt — /5 e—mrcostdt
0

En appliquant la version continue du théoreme de convergence dominée montrons que

3 _
plen] < [Tee
0

™

2
lim e TSty —

r—4oo 0
On pose pour 7 € Ry et t € [0, 5], B(r,t) = e—xreost

s

i) Pour tout r > 0, la fonction ¢ — S(r,t) est continue (par morceaux) sur [0, 7]
i) Pour tout ¢ € [0, F],
0 sit#73

hl’Il e—rcr cost —
1 sinon

r—+00

0 sit#3

. ui est continue par morceaux sur |0, Z]|.
1 sinon 4 p [ ’2]

Onpose'y:tr—>{

i) Domination : Pour tout ¢t € [0, 5] et tout « € R%, |3(r,t)| < 1. La fonction ¢ — 1 est intégrable sur
[0, 3.
On en déduit que

Bl Bl
li mareostgy — t)dt =0
Ay IR
Cela montre que lim ¢(z,r) =0
r—+00
d) Soit z > 0. En utilisant la question 3.b) on obtient que pour r € R,
V(I7 T’) = U(I, T) - Z@(I7 T) + 7’90(15 T)

En faisant tendre r vers +o0o on obtient que 'intégrale v(x) converge et que

v(z)= lim V(z,r)= lim U(z,r)=u(z) = —In(z)

r—400 r—4o00

Exercice Il - (16 p 57)

1) La fonction f est polynomiale. Elle est donc de classe €.

2) Posons M = I I - A B PO I
mMao1  Mo2 mo1 Ma2

mi1 +hit miz + hio

det(M + H) = ma1 + ha1 M2z + hoo

= (ma1 + ha1)(mag + haa) — (M2 + hi2)(mo1 + ha1)

En développant et en regroupant les termes on obtient
det(M + H) = det(M) + mi1haz + mazhi1 — mizha1 — marhiz + hirhes — hizho

ma2 —mi2

On remarque alors que M =
—m21 M1l

) , si bien que

tT(MH) = Mmagh11 — Migha1 — maihi2 + mii1ha
Si de plus on note ||.||co la norme infinie de .#,(C), on a
|h11haa — hioha1| < 2||H|%

Cela montre que 3
det(M + H) =det(M) + tr(MH) + o(H)

Cela implique que ~
Y(M,H) € #,(C)? dfy(H) = tr(MH)



3) Passons au cas général.

Premiere méthode : soit (M, H) € .#,(C)% Notons Ci,...,C, les colonnes de la matrice M et Hy,..., H,
celles de la matrice H. On a note alors M + H = (Cy + H{|Cy + Hs| - -+ |Cy, + Hy,).

Par multilinéarité

det(M+H)=det(C1 +H1‘|Cn+H )—det —I—Zdet Cl ‘ijllHj|Cj+1|~'~|Cn)+Lp(M,H)

ol ¢ regroupe tous les termes contenant au moins deux fois une colonne provenant de la matrice H.

Comme on sait que le déterminant est multilinéaire, il existe une constante C' > 0 telle que pour (X1,...,X,) €
M1 (C)",
|det(X1| -] Xn)| € CNeo(X1)+ Noo(Xy)

ol Ny désigne la norme infinie sur .4, 1(C). En particulier, pour k € [2,n] et «j un des terme apparaissant
dans ¢ faisant apparaitre k termes de la matrice H et n — k termes de la matrice M,

o] < ClHIISIMII5*

On en déduit que p(M, H) = o(H) comme somme finie de termes étant tous de la forme ||H||oe(H) avec €
tendant vers 0 en 0.

Comme de plus 'application

Oy - H— Zdet(Cl\-~-|Cj,1\Hj|Cj+1|-~-\Cn)

i=1
est linéaire, on obtient que dfy, = 0.

11 reste a calculer 657(H). On note Ei, ... E, la base canonique de .4, 1(C) de sorte que H; = Xn: hi;E;. On
en déduit par linéarité que =

n n

Ori(H) = Y hijdet(Chl -+ |Ca| By Ciial -+ |Ch)
j=1i=1

En développant selon la j-eme colonne, det(C|---|C;_1|E;|Cjt1|---|Cn) = Aj; ot A;; désigne le cofacteur
d’indice 4,7 de M. On en déduit que

dfM(H):ZZ ijhij = tr( MH)

Deuxieme méthode :
— Commencons par traiter le cas ot M = I,,. On peut procéder comme lors de la premiére méthode mais nous
allons plutot le faire en utilisant x 4 le polyndéme caractéristique de A. On a

Vo € R* xa(z) = det(al, — A) = 2" det (In — 1A>
T

En posant u = f% on a donc

det(l, +ud) = (—u)"xa (_1)

Il
N
£

3
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= 1+tr(A)u+o(u)
Si A # 0, on peut calculer la dérivée selon A de f en I,

DAf(In) — lim f(In + UA) — f(ln) — tI‘(A)

u—0 u

Cela montre que

dfr, : A tr(A) = tr(l,A)

car la comatrice de la matrice I, est I, elle-méme.



— On suppose que M est inversible. Pour H € .#,,(C),
det(M + H) = det(M(I,, + M~ H)) = det(M) det(I,, + M~ H)
D’apres ce qui précede, il existe une fonction € qui tend vers 0 en 0 telle que

det(I, + M™'H) =1+df;, (M 'H)+ M *He(M'H) =1+ tr(M *H)+ M 'He(M'H)

Par continuité du produit matriciel on a donc
det(M + H) = det(M) + det(M)tr(M ' H) + o(H)

On en déduit que }
dfar : H = tr(det(M)M ™ H) = tr(MH)

Pour la derniére égalité on a utilisé que MM = det(M)I,, et donc M = det(M)M .

— Soit H € #,(C) fixée. Pour toute matrice M, les coefficients de M sont les cofacteurs de M qui sont des
polynomes en les coefficients de M. Cela montre que M +— M est continue. Comme le produit matriciel
est continue et que tr aussi car c’est une application linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie,
application a : M +— tr(MH) est continue de .#,(C) dans C.

De plus, comme f est de classe €, Papplication df : M ~ dfys est continue de .#,(C) dans £ (.#,,(C),C).
Soit ey d’évaluation en H définie par

ex: ZL(A#,C),C) —» C
u —  u(H)

L’application ey est continue car linéaire et £ (., (C), C) est de dimension finie. On en déduit que b : M —
df v (H) est continue comme composée d’application continue car b = ey o df.

Finalement les applications a et b coincident sur GL,,(C) qui est dense ! dans .#,,(C) d’aprés ce qui précéde
donc, pour toute matrice M € .4, (C),

dfar (H) = b(M) = a(M) = te(MH)

1. pour M € #,(C), on note p = inf{|A| , X € Sp(M) \ {0}} le module de la plus petite valeur propre non nulle M (en module), en
convenant que p = 1 si M n’a pas de valeurs propres non nulles. Pour tout p > 2, g €]0, p[ donc ce n’est pas une valeur propre de M. On

en déduit que M, = M — %]n est inversible. Comme (M) = M on obtient que GLy, (C) est dense dans .#,(C).
p——4o0



