
MP1 / MP2 Devoir libre 17 2021 – 2022

Exercice I

On pose

u : x 7→
∫ +∞

0

e−tx − e−t

t
dt, v : x 7→

∫ +∞

0

eitx − eit

t
dt.

De même, on pose

U : (x, r) 7→
∫ r

0

e−tx − e−t

t
dt, V : (x, r) 7→

∫ r

0

eitx − eit

t
dt.

1) Étude des fonctions U et V .
a) Montrer que les fonctions U et V sont définies sur R∗

+ × R+.

b) Déterminer les dérivées partielles ∂U

∂r
et ∂V

∂r
.

2) Calcul de l’intégrale u(x) pour x > 0.
a) Justifier que u est définie sur R∗

+

b) Montrer que la fonction u est de classe C 1 sur R∗
+.

Donner l’expression (sans intégrale) de u′(x) pour tout x > 0.
c) En déduire la valeur de l’intégrale u(x) pour x > 0.

3) Calcul de l’intégrale v(x) pour x > 0.
Pour tout x > 0 et tout r ⩾ 0, on introduit l’intégrale suivante :

φ(x, r) =

∫ π
2

0
e−xre−it

dt.

a) Montrer que la fonction r 7→ φ(x, r) est bien définie et de classe C 1 sur R+.

Donner, pour x > 0 et r ∈ R+, l’expression (sans intégrale) de ∂φ

∂r
(x, r).

b) Montrer que pour (x, r) ∈ R∗
+ × R+,

U(x, r)− V (x, r) = iφ(x, r)− iφ(1, r).

c) Pour tout x > 0, déterminer la limite de φ(x, r) lorsque r tend vers +∞.
d) En déduire pour x > 0 la convergence de l’intégrale v(x) et l’égalité u(x) = v(x).

Exercice II - (16 p 57)

Montrer que l’application f : M 7→ det(M) est de classe C 1 sur Mn(R) et que

∀(M,H) ∈ Mn(R)2, dfM (H) = tr(M̃H)

où M̃ est la transposée de la comatrice de M .
On pourra commencer en étudiant le cas n = 2.
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