
MP 2 Caractérisation des applications de classe C 1 2021 - 2022

Soit 𝐸 et 𝐹 des espaces vectoriels de dimension finie. Soit𝑈 un ouvert de 𝐸 et 𝑓 : 𝑈 → 𝐹 . L’application 𝑓 est de classe
C 1 si et seulement si elle admet des dérivées partielles par rapport à tous les vecteurs d’une base B et si ces dérivées
partielles sont continues.

Théorème : Caractérisation des applications de classe C 1

Démonstration :
— ⇒ On suppose que 𝑓 est de classe C 1. Soit B = (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) une base de 𝐸.

Soit 𝑎 ∈ 𝑈 , on sait que le fait que 𝑓 soit différentiable en 𝑎 implique que pour tout vecteur 𝑣 non nul de 𝐸, 𝑓 admet une
dérivée selon le vecteur 𝑣 en 𝑎 et que

𝐷𝑣 𝑓 (𝑎) = d𝑓 (𝑎).𝑣

En particulier, pour 𝑣 = 𝑒𝑖 , les dérivées partielles 𝜕𝑖 𝑓 existent en 𝑎.
Notons toujours 𝑣 un vecteur (non nul) de 𝐸. On considère 𝜀𝑣 l’application d’évaluation en 𝑣 définie de L (𝐸, 𝐹 ) dans 𝐹 par
𝜀𝑣 : 𝜑 ↦→ 𝜑 (𝑣). Cette application est clairement linéaire et donc continue car L (𝐸, 𝐹 ) est un espace vectoriel de dimension
finie.
On en déduit que pour tout 𝑖 ∈ [[1, 𝑛]], 𝜕𝑖 𝑓 = 𝜀𝑣 ◦ d𝑓 car

∀𝑎 ∈ 𝑈 , 𝜕𝑖 𝑓 (𝑎) = d𝑓 (𝑎).𝑒𝑖 = 𝜀𝑒𝑖 (d𝑓 (𝑎))

Cela montre que 𝜕𝑖 𝑓 est continue comme composée de fonctions continues.

Note :  Pour la continuité on peut aussi utiliser les matrices jacobiennes. Plus précisément on note G = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑝 ) une base
de 𝐹 et on pose pour tout 𝑖 ∈ [[1, 𝑝]], 𝑓𝑖 = 𝑔∗𝑖 ◦ 𝑓 : 𝑈 ↦→ K de sorte que pour tout 𝑎 ∈ 𝑈 ,

𝑓 (𝑎) = 𝑓1 (𝑎)𝑔1 + · · · 𝑓𝑝 (𝑎)𝑔𝑝

On a alors

Jac𝑓 ,𝑎 = MatB,G (d𝑓 (𝑎)) =
©«
𝜕1 𝑓1 (𝑎) · · · 𝜕𝑝 𝑓1 (𝑎)

...
...

𝜕𝑛 𝑓1 (𝑎) · · · 𝜕𝑛 𝑓𝑝 (𝑎)

ª®®®®¬
La continuité de d𝑓 implique que pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ [[1, 𝑛]] × [[1, 𝑝]], 𝑎 ↦→ 𝜕𝑖 𝑓𝑗 (𝑎) est continue. On en déduit que 𝑎 ↦→ 𝜕𝑖 𝑓 est
continue de𝑈 dans 𝐹 .

— ⇐
• Commençons, à titre d’exemple, par traiter le cas d’une fonction de R2 dans R. On utilisera | |.| | la norme infinie sur
R2.
On suppose que 𝑓 est une fonction définie sur un ouvert 𝑈 de R2 et à valeurs dans R. On suppose que les dérivées
partielles (notées 𝜕1 𝑓 et 𝜕2 𝑓 ) existent et sont continues.
Commençons par montrer que 𝑓 est alors différentiable.
Soit 𝑎 = (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑈 . Comme 𝑈 est ouvert, il existe 𝛿 > 0 tel que 𝐵(𝑎, 𝛿) ⊂ 𝑈 . Posons alors 𝑉 = 𝐵((0, 0), 𝛿) de sorte
que si ℎ ∈ 𝑉 , 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈 .
On veut montrer que pour ℎ = (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑉 ,

𝑓 (𝑥0 + 𝛼,𝑦0 + 𝛽) = 𝑓 (𝑎 + ℎ) = 𝑓 (𝑎) + 𝜕1 𝑓 (𝑎)𝛼 + 𝜕2 𝑓 (𝑎)𝛽 + 𝑜 (ℎ)

On remarque que

𝑓 (𝑥0 + 𝛼,𝑦0 + 𝛽) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑓 (𝑥0 + 𝛼,𝑦0 + 𝛽) − 𝑓 (𝑥0 + 𝛼,𝑦0) + 𝑓 (𝑥0 + 𝛼,𝑦0) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)

=
∫ 𝑦0+𝛽

𝑦0

𝜕2 𝑓 (𝑥0 + 𝛼, 𝑡)𝑑𝑡 +
∫ 𝑥0+𝛼

𝑥0

𝜕1 𝑓 (𝑡,𝑦0)𝑑𝑡
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On en déduit que

𝑓 (𝑎 + ℎ) = 𝑓 (𝑎) + 𝜕1 𝑓 (𝑎)𝛼 + 𝜕2 𝑓 (𝑎)𝛽 +
∫ 𝑥0+𝛼

𝑥0

(
𝜕1 𝑓 (𝑡,𝑦0) − 𝜕1 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)

)
𝑑𝑡 +

∫ 𝑦0+𝛽

𝑦0

(
𝜕2 𝑓 (𝑥0 + 𝛼, 𝑡) − 𝜕1 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)

)
𝑑𝑡

Pour la première des deux intégrales du membre de droite, comme 𝜕1 𝑓 est continue en (𝑥0, 𝑦0), pour tout 𝜀 > 0, il existe
𝜂 > 0 tel que si | | (𝑥,𝑦) − (𝑥0, 𝑦0) | | < 𝜂 alors |𝜕1 𝑓 (𝑥,𝑦) − 𝜕1 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) | ⩽ 𝜀. En particulier, en prenant 𝛿 < 𝜂 alors pour
ℎ = (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑉 on a |𝛼 | < 𝛿 . On en déduit que���� ∫ 𝑥0+𝛼

𝑥0

(
𝜕1 𝑓 (𝑡,𝑦0) − 𝜕1 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)

)
𝑑𝑡

���� ⩽ |𝛼 |𝜀

Pour la deuxième, on utilise que 𝜕2 𝑓 est continue en (𝑥0, 𝑦0), pour tout 𝜀 > 0, il existe𝜂 > 0 tel que si | | (𝑥,𝑦)−(𝑥0, 𝑦0) | | <
𝜂 alors |𝜕2 𝑓 (𝑥,𝑦) − 𝜕1 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) | ⩽ 𝜀. En prenant toujours 𝛿 < 𝜂 alors pour ℎ = (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑉 on a |𝛽 | < 𝛿 . On en déduit
que ����� ∫ 𝑦0+𝛽

𝑦0

(
𝜕2 𝑓 (𝑥0 + 𝛼, 𝑡) − 𝜕1 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)

)
𝑑𝑡

����� ⩽ |𝛽 |𝜀

Cela montre que
𝑓 (𝑥0 + 𝛼,𝑦0 + 𝛽) = 𝑓 (𝑎 + ℎ) = 𝑓 (𝑎) + 𝜕1 𝑓 (𝑎)𝛼 + 𝜕2 𝑓 (𝑎)𝛽 + 𝑜 (ℎ)

La fonction 𝑓 est donc différentiable en 𝑎. Cela peut être fait pour tout 𝑎 ∈ 𝑈 donc 𝑓 est différentiable.

• Dans le cas général on considère une base B = (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) de 𝐸. Là encore on travaille avec la norme infinie relative-
ment à cette base.
Soit 𝑎 = 𝑥1𝑒1+· · ·+𝑒𝑛 ∈ 𝑈 . En utilisant que𝑈 est ouvert, on sait qu’il existe 𝛿 > 0 tel que 𝐵(𝑎, 𝛿) ⊂ 𝑈 . Soit ℎ ∈ 𝐵(0𝐸, 𝛿).
Pour tout 𝑖 ∈ [[1, 𝑛]] on note ℎ𝑖 = 𝑒∗𝑖 (ℎ). On veut alors montrer que

𝑓 (𝑎 + ℎ) = 𝑓 (𝑎) +
𝑛∑
𝑖=1

𝜕𝑖 𝑓 (𝑎)ℎ𝑖 + 𝑜 (ℎ)

On pose pour tout 𝑖 ∈ [[1, 𝑛]], 𝑢𝑖 = ℎ1𝑒1 + · · · + ℎ𝑖𝑒𝑖 en convenant que 𝑢0 = 0. On remarque que 𝑢𝑛 = ℎ. On a alors

𝑓 (𝑎 + ℎ) − 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎 + 𝑢𝑛) − 𝑓 (𝑎 + 𝑢0)

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑓 (𝑎 + 𝑢𝑖 ) − 𝑓 (𝑎 + 𝑢𝑖−1)

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑓 (𝑎 + 𝑢𝑖−1 + ℎ𝑖𝑒𝑖 ) − 𝑓 (𝑎 + 𝑢𝑖−1)

=
𝑛∑
𝑖=1

∫ 𝑥𝑖+ℎ𝑖

𝑥𝑖

𝜕𝑖 𝑓 (𝑎 + 𝑢𝑖−1 + 𝑡𝑒𝑖 )𝑑𝑡

=
𝑛∑
𝑖=1

ℎ𝑖𝜕𝑖 𝑓 (𝑎) +
∫ 𝑥𝑖+ℎ𝑖

𝑥𝑖

(
𝜕𝑖 𝑓 (𝑎 + 𝑢𝑖−1 + 𝑡𝑒𝑖 ) − 𝜕𝑖 𝑓 (𝑎)

)
𝑑𝑡

Soit 𝜀 > 0. Pour tout 𝑖 ∈ [[1, 𝑛]] il existe 𝜂𝑖 tel que si | |𝑢 | | < 𝜂𝑖 , | |𝜕𝑖 𝑓 (𝑎 +𝑢) − 𝜕𝑖 𝑓 (𝑎) | |𝐹 ⩽ 𝜀. On pose 𝜂 = Min(𝜂1, . . . , 𝜂𝑛).
Si on prend 𝛿 < 𝜂, on obtient que pour tout 𝑖 ∈ [[1, 𝑛]] et tout 𝑡 compris entre 𝑥𝑖 et 𝑥𝑖 +ℎ𝑖 , | |𝑢𝑖−1 + 𝑡𝑒𝑖 | | < 𝛿 < 𝜂 et donc�����

�����∫ 𝑥𝑖+ℎ𝑖

𝑥𝑖

(
𝜕𝑖 𝑓 (𝑎 + 𝑢𝑖−1 + 𝑡𝑒𝑖 ) − 𝜕𝑖 𝑓 (𝑎)

)
𝑑𝑡

�����
�����
𝐹

⩽ |ℎ𝑖 |𝜀

Cela montre que

𝑓 (𝑎 + ℎ) = 𝑓 (𝑎) +
𝑛∑
𝑖=1

𝜕𝑖 𝑓 (𝑎)ℎ𝑖 + 𝑜 (ℎ)
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• Maintenant que l’on sait que 𝑓 est différentiable, on a

d𝑓 : 𝑎 ↦→ d𝑓 (𝑎) =
𝑛∑
𝑖=1

𝜕𝑖 𝑓 (𝑎)𝑒∗𝑖

La continuité des dérivée partielle assure la continuité de la différentielle.

Note : on peut, comme ci-dessus, montrer la continuité en étudiant les matrices jacobiennes.

□
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