MP 2 Théoreme de Fubini (d’aprés Mines PSI 2021) 2021 - 2022

1. Soit x € [a, b]. On applique le théoréme de continuité des intégrales a parametres.
i) Pour t € [c,d], u — f(u,t) est continue (par morceaux) sur [a, x].
ii) Pour c € [a,x], t — f(u,t) est continue sur [c,d]
iii) Domination : La fonction f est continue sur K = [a, b] X [c, d] qui est compact comme produit de
deux compacts (les segments de R sont compacts). Elle est donc bornée. Notons M tel que pour
tout (u,t) € K, |f(u, t)l < M.
La fonction constante égale a M est intégrable sur le segment [a, x] et

Vt € [¢,d],Vu € [a,x] C [a,b],|f(u, t)] <M

X
On en déduit que la fonction t — ¢(x,t) = / f(u, t)du est définie et continue sur [c,d].

2. On applique le théoréme de dérivabilité des intégrales a parametres.
i) Pour x € [a,b],t — ¢(x,t) est continue (par morceaux) sur [c, d]| d’aprés la question précédente.
ii) Pour x € [a,b], t — ¢(x,t) est intégrable sur le segment [c, d].
iii) Pour t € [c,d], x — ¢(x,t) est de classe &' d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse car
u — f(u,t) est continue. On a
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De plus

7]
a) Pour x € [a,b],t — a—(p(x, t) = f(x,t) est continue (par morceaux) sur [c,d].
X

d
pB) Pourt € [c,d], x — %(x, t) = f(x,t) est continue sur [a, b]

y) Domination : en reprenant la fonction constante égale a M de la questions précédente. Elle
est intégrable sur [c, d] et
Vt € [¢,d],Vx € [a,b],
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On en déduit que la fonction ¢ : x — / @(x,t)dt est définie et de classe ¢! sur [a, b].

De plus, pour tout x € [a, b],
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3. Soit x € [a,b], d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse (car i est de classe ©}),

/a ( / df(u,t)dt) du = / Y (wdu = ) — @) = Y(x) = / ooyt = / "( / ) f(u,t>du) it

d a
ouy(a) = / ¢(a,t)dt =0 car ¢(a,t) = / f(u,t)du = 0.

4. Pour x = b,
-/ab (/Cdf(u,t)dt)du:/cd (/abf(u,t)du)dt




