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1. On a bien stir Toep,,(C) € .#,(C), et Toep, (C) # 0 puisque 0,4, c) = T(0,...,0) € Toep,(C). Montrons que
Toep,,(C) est stable par combinaison linéaire : soient (t_,41,...,%,...,th—2) € cen-1 () s s lgseent) 5) €
C?1 et A € C. Alors :

T(tonttseeostoreestno1) + AT gy sty e s tny) = T(bopir + At oo o + AbG, tnor + ALy, _y)

d’ou le résultat.
Le calcul qui précéde montre en passant que I’application ¢ :

Cc* ! — Toep,(C)
(t—n+1a"'at0:"'atn—1) = T(t—n+1""at05"'atn—1)

est linéaire. Elle est injective par unicité des coefficients d’'une matrice et surjective par définition de Toep, (C),
donc c’est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. En particulier il conserve les dimensions, donc :

dim(Toep,(C)) = dim(C**™') = 2n — 1,

Pour tout r € [-(n — 1);n — 1], notons e, I'élément (t_p41,...,t0,...,ta—1) € C>""! défini par tx = 0sik # r
et t, = 1; la famille (e,)_pt1<r<n—1 est donc la base canonique de C**~!. On pose alors M, I'image de e, par
I'application ci-dessus. C’est la matrice définie par

o ) o 1 sij—i=r
V(I’J) € [[l’n]] ’Mr[laj] =
0 sinon

Comme ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel, il envoie une base sur une base donc (M, )_p+1<r<n—1 €st une
base de Toep,,(C).

2. Soient A et B deux matrices de .#,(C) qui commutent. Alors, par une récurrence facile sur ¢ € N, on vérifie que
pour tout f € N,on a: AB! = BLA. Toujours par récurrence, cette fois sur k € N, on montre que pour tout k € N
et tout £ € N, on a : A*B = BYA*. Par conséquent les applications linéaires suivantes :

CIX]xC[X] — .#,(C) CIX]xC[X] — .#,(C)

, et

(P,Q) +— P(A)Q(B) (P,Q) = Q(B)P(A)

coincident sur la famille génératrice ((X, X¢))
C[X], ¥Q € C[X], P(A)Q(B) = Q(B)P(A).
Remarque : Ce résultat est au programme en MP (mais pas en PSI).

(k.£) ENXN de C[X] x C[X], donc sont égales. Autrement dit : VP €

3. Un calcul direct donne : ya = X? — 2aX + (a® - be).

4. Les valeurs propres de A sont les racines de ya, c’est-a-dire a + z et a — z o z € C est une racine carrée de bc.
Nous allons distinguer deux cas.
Siz # 0. Cela correspond a bc # 0. Il y a dans ce cas deux valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable.
Siz = 0. Cela correspond a bc = 0, c’est-a-dire a b = 0 ou ¢ = 0. Il y a dans ce cas une unique valeur propre double

a, et si un seul des deux coefficients b ou c est nul alors A n’est pas diagonalisable : si ¢’était le cas, il existerait
P € GL,(C) telle que :

a 0 . .
A=P P~ =aPIZP_ =a12,
0 a

a 0
mais c’est absurde. Par contre, sib = ¢ = 0, alors A = est diagonale, donc diagonalisable.
0 a
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a
En résumé, est diagonalisable dans C si, et seulement si bc # 0 ou b = ¢ = 0.

c a
5. Soit M € .#>(C). Soit M est diagonalisable dans C, soit M ne I’est pas. Dans le premier cas, M est semblable a

a 0 a 0
ou avec a, f € C et @ # f3 (selon que M ait une ou deux valeurs propres).

0 « 0 p

Dans le second cas, on utilise le fait que M soit néanmoins trigonalisable dans C (comme toute matrice complexe) :

a y
il existe donc a, a’, y € C tels que M soit semblable a . Les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

0 o
de M avec multiplicité; comme M n’est pas diagonalisable dans ce cas-ci, elle ne peut pas avoir deux racines
- . P . Y
distinctes, ce qui impose a = a’; ainsi M est semblable a .
0 o
. : a 0 a vy .
Dans tous les cas, M est semblable a une matrice de la forme ou ,oua # f (prendre y = 0 donne
0 p 0 «a
le deuxieme type de matrice dans le cas o M est diagonalisable).
: - Lo . a 0) fa y
6. Comme la relation de similitude est transitive, il suffit de démontrer que et sont semblables a des
0 p 0 «

a vy
matrices de Toeplitz, ou a, B,y € C vérifient ¢« # . Or est une matrice de Toeplitz : il n’y a donc rien
0 «

a 0
a démontrer dans ce cas; il reste a vérifier qu une matrice de la forme est semblable a une matrice de
0 p

Toeplitz. La question Q 4 va nous aiguiller.

a 0
Détermination d’une matrice de Toeplitz semblable a oua # f.

0 p

a
Analyse. Soit A = € #,(C) une matrice de Toeplitz diagonalisable, et soit z € C une racine carrée de bc.
c a

a+z 0
Alors A est semblable a d’aprés la quatriéme question. Si on trouve a,b,c € Ctelsquea+z =«

0 a—z

a
et a — z = f§, alors on aura démontré que est semblable & la matrice de Toeplitz A. Résoudre ce systéme

0 B

a—;ﬁ etz = aT_ﬁ (c’est-a-dire bc =
prenant b = ¢, de sorte que z = b = a%ﬁ convienne.

a2
d’inconnues a et z donne a = %) Nous allons nous simplifier la tache en

Synthése. Pour tous «, f € C distincts, posons A = . Alors A est une matrice de Toeplitz et, suivant la

2 2

a
résolution de la question Q 4 et ’analyse ci-dessus, elle est semblable a . On a donc trouvé une matrice de

0 B
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a 0
Toeplitz semblable a ,oua # f.

0 p

Ceci achéve de démontrer que les matrices diagonales (a coefficients diagonaux distincts) et triangulaires supé-
rieures de .#,(C) sont semblables a des matrices de Toeplitz, donc par transitivité toute matrice d’ordre 2 I’est.

7. L’égalité matricielle A, (a, b, c)X = AX se traduit sous forme de systéme ainsi :

ax; + bxy = Ix
cx; + ax; + bxs = Ax
cx; + ax3 + bxy = Axs
CXp_a + axp—1 + bxp, = Axp_q
CXp—1 + ax, = Axp
c’est-a-dire :
ax; +bxy, = Axy,
Vk € [1,n = 2], exg + axgsr + bxgsz = AxXprs
CXp_1+ax, = Ax,.

Les deux égalités aux extrémités correspondent aux cas particuliers k = 0 et k = n — 1 de la deuxiéme relation,
avec la convention xy = x,4+1 = 0. Alors :

Vk € [0,n— 1], cxr + (@ — A)Xpq1 + bxgsz = 0.
8. Une suite (xy)ren Vérifiant la relation de récurrence linéaire du second ordre :
Vk € N, bxpig+ (a— A)xpy1 +cxp =0

(elle est bien du second ordre, puisqu’il est supposé que b # 0), s’écrit en fonction des racines de 1’équation
caractéristique bx? + (a — A)x + ¢ = 0 ainsi :

— s’il n’existe qu'une racine double r, alors une telle suite (xj)ren st combinaison linéaire des suites (rk )

k keN
et (kr )keN;
5 . . . .. s . . k
— ¢’il existe deux racines r; et ry, alors une telle suite (xx)ren est combinaison linéaire des suites (r1 )k N €t
k
(5 )keN'

9. Raisonnons par I’absurde, et supposons I’existence d’une unique solution r a I'’équation caractéristique bx? + (a —
N)x + ¢ = 0. Alors il existe a, § € C tels que : Yk € N, x; = (a + fk)r*. Les conditions x = x,4; = 0 impliquent
a = 0, puis f(n + 1)r™! = 0. Il est manifeste que r # 0 (en effet 0 n’est racine de bx? + (a — A)x+c = 0 qua la
condition que ¢ = 0, ce qui est exclu), donc ceci impose § = 0. Mais alors (xi)ren est la suite identiquement nulle,
et en particulier

X1

Xn
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10.

11.

12.

13.

est nul également : c’est impossible puisqu’il s’agit d’un vecteur propre.

Par conséquent, I’équation caractéristique admet deux racines distinctes r; et ;.

Le nombre 0 est racine de I’équation bx? + (a — A)x + ¢ = 0 si et seulement si ¢ = 0 : c’est exclu puisque par
hypothése be # 0. Donc r; et r; sont non nuls.

Soient «, ﬂ € Ctels que:Vk € N, x = arl + ﬂrz Alors xp = 0 implique @ = —f, et on peut écrire : Vk € N,
Xp = Oc(r1 - rz) Comme, de plus, on a x,+1 = 0, on en déduit a(r!"*! — r!’*!) = 0. Le nombre complexe « étant non
nul (sinon (xx)xen est identiquement nulle, et X = 0, impossible puisqu’il s’agit d’un vecteur propre), on en déduit

n+l1

S N NETA

r*l = ! apres division de 1'égalité précédente par a. Cela équivaut a (—) =1, C’est-a-dire : — € Up1.
r2 r2

Grace aux relations entre coefficients et racines, nous avons :

A—a
etri+ry, = .

¢
b’ b

riro =

it

Par conséquent A = a + b (r; + rz). Comme, de plus €Up = {e n | £ € [o, n]]} il existe £ € [0, n] tel que :
r2

2ime

ry = raent, (*)

et on a méme ¢ # 0, sinon r; = r; et les racines ne sont pas distinctes. Cela nous donne ensuite, via la technique
de I'angle moitié :
j2,44

2ime it int int ﬂ'[
A=a+bry (1+en+l ) =a+ bryen+ (e n+l +en+1) = a+ 2bryen+ cos ik
n+

d’ou le résultat désiré en posant p = bryen+i. On a bien, en effet,

2ime (%) Cc
p = bzr et = = biryrpent = bPrir, = bzg = bc.

Soit k € [[0,n]. La résolution des questions précédentes nous montre que x; = « (r{c - ré‘) et, toujours avec les
notations de la question précédente :

k k k 2imtk K izt imtk _intk .k itk ﬂfk
Vs — Vo =7 e n+l — 1 =r,entl e ntl — e n+l = 21}" e n+l SIn .
1 2 2 2 2 n+1

. k
> \ , . . - 244 tk . \
et d’aprés la résolution de la question précédente on a ryemi = 2—) donc rkelnﬂ = (%) , ce qui achéve de

. ko ntk
démontrer que xx = 2i—- sin .
Bk n+1

Soit p € C une racine carrée de bc. L’étude des questions Q 7 a Q 12 permet de montrer que pour tout £ € [ 1, n],

X1

tr

le nombre complexe A, = a+2p cos ( ~) est une valeur propre de A, (a, b, ¢), de vecteur propre associ¢ X =| |,

Xn
ou 'on a défini : k
rtk
Vk € [1,n], xk—ﬁm (n+1)'

fr -), et donc les A, sont tous distincts pour £ € [[1,n]], I'application cosinus étant injective sur [0, ]

Les cos (
(car stnctement décroissante). On en déduit que la matrice A, (a, b, c) admet n valeurs propres distinctes : elle est

diagonalisable.
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14. Ona:
0 0 1 0 0 0 0 1
1 0
2 n—1 0 n
M = > > Mn - 3 Mn - In;

0 1

1 - 0

0 1 0 -+ -+ 0 0 -+ -+ 0 1 0
ou plus synthétiquement, si f désigne 'endomorphisme canoniquement associé a M et (ey, ..., e,) la base cano-
nique de C" :

ek sii> k,

Vk € [1,n],Vi € [1,n], f*(e;) =
Cn+i—k sii<k.

Comme M" M, = M" = I, la matrice M,, est inversible, d’inverse M"~!. Un polyndéme annulateur de M,, est

X" -1
n—1
15. Le polynéme annulateur X" —1 = [] (X — @) est scindé et & racines simples dans C, donc M, est diagonalisable
k=0
dans C.

Ses valeurs propres sont parmi les racines du polynéme annulateur X" —1, c’est-a-dire dans ’ensemble {w’,ﬁ | ke[o,n—1] }

Résoudre I'équation M, X = wkX, d’inconnue X € .#,(C), montre que le spectre de M, est exactement I’en-
semble {w¥ | k € [0,n— 1]}, et pour toutk € [0,n—1] ona:

Ker (Mn - wﬁln) = Vectc w’k

wS(n—l)

Une base de .#,,1(C) constituée de vecteurs propres de M, est donc :

1 1 1

1 Wn o1

1] @ |- w2
12

1) ! WY

16. La matrice ®,, est la matrice de passage de la base canonique de .#,, 1 (C) dans la base de vecteurs propres consti-
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tuée dans la question précédente. Elle est donc inversible, et d’apres la formule du changement de base :

1 0 0
0 wp
O, M@y =1 e 2
0
0 0 ™!
17. Si A est une matrice circulante, il existe (%, . .., f;,—1) € C" telque A = T (¢, ta, . . ., bo, - - -, In—1). Mais alors, suivant

n—1 n-1

ce que I'on a démontré dans la question Q 14, on a aussi: A = Y, txMX. 1l suffit alors de poser P = 3 t.X* pour
k=0 k=0

avoir le résultat voulu.

18. Soit P € C[X]. On fait la division euclidienne de P par X" — 1 : il existe Q, R € C[X] tels que deg(R) < n et
P=0Q(X"—1)+R
En évaluant cette égalité en M, on obtient :

P(M,) = R(Mn)

n-1 n-1
Or, si on écrit R sous la forme R = Y #X*, alors P(M,) = 3 tkM,’f est une matrice circulante.
k=0 k=0

19. D’apres les deux questions précédentes, 'ensemble des matrices circulantes est I'image de ’application linéaire :

C[X] — A,(C)
¢ : b
P P(M,)
donc est un sous-espace vectoriel de .#,(C) (et méme de Toep,, (C)).
De cette méme description, on déduit la stabilité par produit, puisque P(M,)Q(M,) = (PQ)(M,) € Im (¢p).
Pour finir,
"P(Mp) = P("My) = P(M;™") = (P o X"™1)(My) € Im(p)

On en déduit que I’ensemble des matrices circulantes est stable par transposition.

20. Notons 6§, la matrice diagonale de la question Q 16, et soit A une matrice circulante. Il existe P € C[X] tel que
A = P(My). Alors, comme M, = ©,,5,®,!, on a:

P(1) 0 e 0
0 Plwn)
A=0,P(8)0 = d,| o P(w?) v S [
0
0 o .. 0 P(COZ_I)

Le spectre de A est donc {P(w,’j) |kelo,n- 1]]} et les vecteurs propres associés sont les mémes que ceux de
M,,, puisque la matrice de passage ®,, donnant la diagonalisation ci-dessus est la méme.
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21.

— Supposons qu’il existe xg € C" tel que (xo, fu(xo), - . ., fi ' (x0)) soit une base de C". Alors f}(xo) €

n-1
C" = Vectc ((X(],fM(X(]), . ,fﬁ_l(xo))), donc il existe ay, ..., an,-1 € C tels que : fii(x0) = X aka’fI(xg). La
k=0

matrice de fjs relativement a la base (xo, fm(xo0), ..., fA’,’[_l(xo)) est alors :
0 0 - 0 a
1 - aj
0 :C(aOa"'aan—1)7
0
0 -+ 0 1 an
donc (i) implique (ii).

— Réciproquement, si M est semblable a la matrice C(ay, ..., ay-1), soit (xg,...,x,—1) la base dans
laquelle fys a pour matrice C(ay, . .., a,—1). Alors, par définition de la matrice associée a un endomorphisme
dans une base donnée, on a fy(xo) = x1, fmr(x1) = x2, etc., et plus généralement :

Vk € [0,n— 1], fu(xk) = Xks1-

On en déduit, par récurrence, que pour tout k € [[0,n—1] ona x; = fA’f[(xo). Finalement, (xg, X1, . . ., Xp—1) =
(%0, fmr (x0)s - - - fﬁ_l (x9)) est une base de la forme annoncée.
Ainsi (ii) implique (i).

22. Utilisant le fait que fis(e;) = A;e; pour tout i € [1,n]), on voit que la matrice de la famille (u, fyr(u), ..., fir ' (u))

dans la base de vecteurs propres (ey, ..., ey,) est:
[Z51 /hul s /1;1_11,[1
U /121,{2 cee /lg‘_lug
Up Anttn oo+ AV luy,
La famille (u, ), ..., fﬁ_l(u)) est une base de C" a la condition que cette matrice soit inversible. Or son

déterminant égal, en utilisant sa n-linéarité par rapport aux lignes :

1 A - /1?—1

1 Ay oo ,1;1—1
Uy Up | .

1 A, - ,1;1—1

Nous reconnaissons la le déterminant d’une matrice de Vandermonde : il est non nul a la condition que les 4;

soient tous distincts. La famille (u, ), ..., fﬁ_l(u)) est donc une base de C" si, et seulement si les u; sont tous

non nuls et les A; tous distincts.

23. En combinant les questions Q 21 et Q 22, on déduit qu'un endomorphisme diagonalisable de C" est cyclique si
et seulement s’il admet n valeurs propres distinctes, et les vecteurs cycliques sont, dans ce cas, tous les vecteurs
n’ayant aucune coordonnée nulle dans une base de vecteurs propres.
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24.

25.

X1
Soient A e Cet X, =| : | € C". Alors:

Xn
avXn, = Ax
X1 + aix, = Axy

C(ag,...,an-1)Xo = AXy =

Xn-2 + ApoXp, = Axp
Xpo1 + GpoiXp = Axy

On peut, dans la premiére équation, remplacer Ax; par la valeur donnée dans la deuxiéme équation (aprés mul-
tiplication par A). C’est-a-dire que 'on fait L; « L; + AL, puis on simplifie par Ax; des deux cotés. La nouvelle
premiere ligne du systéme est alors :

(ap + a1 ) xn = A2x,

On peut recommencer en faisant L; < L; + A2L3 puis on simplifie par A%x,. La nouvelle premiére ligne est alors :
(a() +aiA + alez)xn = /13)(3

En réitérant le procédé, on remplace finalement la premiére ligne par

("Z‘l a,-/li) x, = A"x,

i=0

qui peut aussi s’écrire,
P(A)x, =0

ouP=X"—a,_ X" 1= - . —a1X — a.
On peut alors séparer deux cas :

— Si P(A) # 0 alors on a nécessairement x,, = 0. La derniére équation du sytéme implique alors que x,-; = 0,
puis, en remontant le systéme que pour touti € [[ 1; n]], x; = 0. Finalement X, = 0 ce qui implique que A
n’était pas une valeur propre de C(ay, . .., an-1).

— Si P(4) = 0, on peut alors prendre pour x, une valeur arbitraire, (par exemple x,, = 1). En remontant le
systeme comme précédemment, on obtient que 'on peut obtenir un vecteur propre X, non nul (car x, # 0).

On a finalement que A est une valeur propre de C(ay, . .., a,_1) si et seulement si P(1) = 0ou P = X" —a,_ X" ! -
= a1 X — ap.

n-1 .
Soit A € C une racine de P = X" — ) a;X*. On reprend les calculs de la question précédente.

i=0
On peut choisir arbitrairement la valeur de x,, (non nulle car sinon Xy, = 0). Posons x, = 1. En remontant le
systéme on a alors

Xpo1=(A—an1)xp=A—any

puis

Xp—2 = AXp_1 — Qpn_pXp = A - an-1A — ap_

En remontant de proche en proche on obtient que
Xnop =M —ap AP = ay,

L’espace propre associé est donc de dimension 1 et donné par les formules ci-dessus.
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26.

217.
28.

29.

30.

31.
32.

Soit C € .#,(C) une matrice cyclique; alors C est semblable a C(ay, . .., a,), et leurs sous-espaces propres sont
isomorphes. Les sous-espaces propres de C sont donc des droites vectorielles d’apres la question précédente, et
ona:

> dim(Ker (C=AL))= > 1=card(Spc(C)).

A€Spc(C) A€Spc(C)

D’aprés le critére de diagonalisation, C est diagonalisable si et seulement si card (Sp(C)) = n : c’est le cas si, et
seulement si C admet n valeurs propres distinctes.

Déja fait a la question Q 2.

Soit g € C(fu). Comme g(xp) € C" = Vectc ((xo, fur(x0), - - - ,fA’,’I_l(xo))) par hypothése sur fys et xy, il existe des
nombres complexes a, . . ., a1 tels que :

g(x0) = aoxo + a1 fmr(x0) + -+ - + an,lfA',}_l(xo).

Partant de cette égalité, en utilisant le fait que f et g commutent, on montre que pour tout k € [0,n— 1] on a:

g(fi(x0)) = fr(9(x0)) = aofig (x0) + a1 fua (f (%0)) + - - + @1 g " (fg (x0))-

Ainsi les endomorphismes g et agldcr + oty fyr + - - - + an_lfﬁ_l coincident sur la base (xo, fur(xo), . . . ,fA’}I_l(x)) de
n-1

C", donc sont égaux. On a donc : g = P(fyr), ou lon a posé P = }; akf](fl.
k=0

La question Q 27 montre que {P(fy) | P € C[X]} est inclus dans C(fu), tandis que la question Q 28 montre
I'inclusion réciproque. Il y a donc égalité des deux ensembles : si fys est cyclique, alors g et fys commutent si et
seulement si g est un polynoéme en fi.

Les valeurs propres de la matrice triangulaire N se lisent sur la diagonale : son unique valeur propre est donc 0,
avec multiplicité n. Par ailleurs, le rang de N étant n — 1, son noyau (qui est le sous-espace propre de N associé
a 0) est de dimension 1 d’aprés le théoréme du rang, manifestement engendré par le n-iéme vecteur de la base
canonique (puisque la n-iéme colonne de N est nulle). Par conséquent :

dim (Ker (N — Al,)) = dim(Ker (N)) =1 <n,
A&Spc(N)
donc N n’est pas diagonalisable.
La matrice N est égale a C(0,...,0) : c’est donc une matrice cyclique.

Comme N est une matrice cyclique, d’aprés la question Q 29 'ensemble des matrices commutant avec N est
{P(N) | P € C[X]} : c’est un sous-espace vectoriel de .#,,(C) engendré par les puissances de N, que nous allons
déterminer. On a :

0 0 0 0
1 0
0 2 1
N = 3 N = 3 B
0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
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Nn—l —

0

1

0

0

et N" = 0. Or il s’agit précisément, d’apres la base explicitée dans la question Q 1, d’une base du sous-espace des
matrices de Toeplitz dont on ne retient que les matrices triangulaires inférieures. Donc ’ensemble des matrices

qui commutent avec N est ’ensemble des matrices de Toeplitz triangulaires inférieures.




