MP corrigé TD automates

1 Automates finis déterministes

1) a) mots terminant par a? ou b, pour s’aider, on code les derni¢res lettres lues (nbre de

a,nbre de b ) :
—{ 0,0
b
0,1
b) mots de longueur un multiple de 3 :

X

¢) mots terminant par un nombre pair de b :

2\ {0}

NE oS0

b

let a = {alphabet = ['a';'b'] ;
nbre etats = 3;

transitions = (let t i x = match i,x with

|0,'a' > 1

|0, 'b' -> 2
[1, 'a' -> -1
[1, 'b' > 0
|2, 'a' > 1
2, 'b' —> -1
| > -1

in t);

etats_acceptation = [1;2]};;

Lycée Chateaubriand 1/13



MP

corrigé TD automates

b) Pour lire un mot dans 'automate on parcourt le mot et on regarde ’état courant. Si
on peut lire le mot sans blocage, on regarde alors si ’état est dans la liste des états

acceptants.

let rec appartient 1 x =
match 1 with
| [ -> false
| t :: g -> (t =x) || appartient q x;;

let lecture a 1 =
let rec avance 1li et = match 1i with
| [1 -> appartient a.etats_acceptation et
| x :: q -> let newet = a.transitions et x
in (newet <> (- 1)) && (avance g newet)
in
avance 1 0O;;
¢) Pour compléter un automate on ajoute un état puit.

let completude a =
let n = a.nbre_etats in
let newtrans i x =
if (i = n) || (a.transitions i x = - 1) then n else a.transitions i x
in
{alphabet = a.alphabet; nbre_etats = a.nbre_etats + 1;
transitions = newtrans; etats_acceptation = a.etats_acceptation};;
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d) Pour déterminer le complémentaire, on complete d’abord 1’automate. 1l suffit
ensuite de créer la liste des états qui n’était pas acceptants.

let complementaire a =
let ac = completude a in

let 1 = ref [] in
for i = 0 to (ac.nbre_etats - 1) do

if not (appartient ac.etats_acceptation i) then 1 := i :: Il
done;

{alphabet = ac.alphabet; nbre_etats = ac.nbre_etats;
transitions = ac.transitions; etats_acceptation = !1};;

e) Pour savoir 8'il existe un mot dans le langage, on parcourt 'automate et on regarde si
un état acceptant est accessible.

let estNonVide a =
let ac = completude a in
let b = ref false in
let visit = Array.make (ac.nbre_etats) false in
let rec parcours etat =
if not (visit.(etat)) then
(visit. (etat) <- true;
if appartient (ac.etats_acceptation) etat then b := true;
parcours (ac.transitions etat 'a');
parcours (ac.transitions etat 'b')
)
in
parcours O;
'b; ;

f) (alba)((ba)*(bba)*)*

3) On dessine le graphe des états possibles reliés par les arétes étiquetées par les interrupteurs
qui permettent de passer d'un état a 'autre. On peut coder les configurations avec 4 bits :
le premier représente 1’état des projecteurs dont le numéro est de la forme 3k + 1 et pair, le
second bit représente ’état des projecteurs dont le numéro n’est pas de la forme 3k + 1 mais
est pair, le troisieme bit représente I’état des projecteurs dont le numéro est de la forme
3k 4+ 1 et impair, et le dernier bit représente 1’état des projecteurs dont le numéro n’est pas
de la forme 3k + 1 et est impair.
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(1010

5

1100

(0110

L’ensemble des combinaisons permettant d’éclairer tous les projecteurs en méme temps, est
exactement le langage reconnu par 'automate que 'on a défini, ou I'état initial est 1’état
0000 et I'état acceptant est I’état ou tout est allumé, c’est-a-dire 1111.

4) a) i) L= (alb).(alb)*
ii) Ly = (ab)*a
b) i)

ii) (L1\ L2) U (L2\ Ly)
c¢) Soit (s,t) un état de A; @ Ay, alors (s,t) € Q1 X Q2. Soit a € X, alors comme A; est
complet, il existe s’ € Q) tq d1(s,a) = s. De méme, comme A, est complet, il existe
t' € Q2 tq d2(t,a) = t'. Par définition de A; & Ay, on a alors d4,6.4,((s,1),a) = (s, t').
Il y a donc bien une aréte sortante de I'état (s,t) pour la lettre a, et cela pour tout
état (s,t) de A; @ Ay et pour toute lettre de I'alphabet X. L’automate A4; & Az est
donc bien complet.

d) Prouvons cette propriété par récurrence sur la longueur du mot m.

(I) Par déﬁnition, Vql S Ql,éf(ql,s) =q1, V(]Q € QQ,(SS(QQ,S) = qo et Vql € Ql,VQQ €
Q2,0"((q1,42),€) = (q1,¢2). Donc, Vg1 € Q1,Vg2 € @2, on a bien 0*((q1,¢2),€) =
(qla Q2) = 5T<Q17 6)7 5;(@{2, 6)'

(H) Soit n € N, supposons que la propriété est vraie pour tout mot de longueur n.
Soit m un mot de longueur n + 1 alors m est de la forme m/.z ot m’ est un mot
de longueur n et x une lettre de I'alphabet X.
Par définition, Vq; € Q1,07 (q1, m'.x) = 01(05(q1,m’), x), Vg2 € Q2,05(qa, m'.x) =
02(05(qa,m'), ) et Vg1 € Q1,Yq2 € Q2,0"((q1, q2), m'.w) = 0(6*((q1, q2), m'), ).
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5)

Or, par hypothese de récurrence, §*((q1,q2), m') = 07(q1,m’),05(q2, m'). Ainsi,
3(0*((q1, q2),m'), &) = 8((87(qr,m"), 05(g2,m')), x), et enfin par définition de 4,
8((57 (a1, ), 53(a2, ), @) = (31(6 (@1, m'), ), 35(83 (g2, '), x)). En conséquence,
on a bien 0*((q1,q2),m’) = (87 (q1, m'.x), 55(q1, m .x)).

(C) La propriété est initialisée et héréditaire, donc par le principe de récurrence, elle
est vraie pour tout mot m.

e) Un mot m est reconnu par A; si et seulement si §7 (i, m) € 17, de méme m est reconnu
par Ajs si et seulement si 03(ig,m) € Ty. De plus, m est reconnu par A; @ Ay, si et
seulement si §*((i1,42), m)in(T1 X (Q2\ T2)) U ((Q1 \ T1) x T3).

Or 6*((i1,12),m) = (07(i1,m),03(ia,m)). Ainsi, m est reconnu par A; & A, si et
seulement s’il est "reconnu par A; mais pas par Ay” ou "reconnu par A, mais pas par
A%

f) On peut construire 'automate A; qui reconnait I’ensemble des mots contenant un
nombre pair de a et automatque Ay qui reconnait ’ensemble des mots contenant un
nombre impair de b. On peut alors construire le produit A; @& A;. Pour obtenir un
automate reconnaissant ’ensemble des mots souhaité, il suffit de modifier I’ensemble
des états acceptants en prenant comme seul état acceptant le couple des deux états
acceptants de A; et A,. On a ainsi construit I'intersection des deux ensembles de mots.

ANt “

AT o B

a b CL
—CfT
Appuyons nous sur les notations de 'exercice précédent. Soient Ai et Ay les complétés de

respectivement A; et Ay. Soit A, 'automate .A1 @ A, dont les états acceptants sont définis
comme suit : (77 X Qg) (Q1 x Ty) o Q1 et Qs sont les ensembles des états de A; et A,

Remarque : on n’introduit pas fait de nouvelle notation pour les ensembles des états accep-
tants de A; et A, car I'ensemble des états acceptants n’est pas modifié par I'opération de
complétion.

Le nombre d’états est égal a (ny + 1) * (ng + 1), ce qui est bien polynomial par rapport a n;
et ny. Les "417 correspond aux puits ajoutés lors de la complétion.

a) Pour décider si Ly C Lg, on peut construire a nouveau le produit des automates M; et
M, cette fois, on définit les états acceptants comme suite : 17 X (Q2 \ T»). Le langage
de cet automate est vide si et seulement si Ly C Lo.

b) L; = Lo si et seulement si Ly C Ls et Ly C Ly. Mais on peut également tester
simplement la vacuité du langage de 'automate M; & Ms.

Ces deux algorithmes sont bien polynomiaux car I'automate produit est de taille nq * ny ou
ny et ny sont le nombre d’états de M; et Ms.
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2 Automates non déterministes

7) Ecriture d’'un nombre en base 2

On définit sur I'alphabet A = {0, 1} le langage R par les regles :

e 11 Ret 1001 € R
e simé€ Ralors m.0€ R

e sim,m € Ralors mm’' € R

a) Considérons 'automate A suivant :

Justifions que le langage L reconnu par cet automate est le langage R qui est le plus
petit langage satisfaisant les regles de 1’énoncé.

e R C L. Montrons par récurrence le prédicat suivant :
P, : "Tout mot m de R de longueur n appartient a L”

— |I|Pour n =0et n =1, P, est vrai car il n’y a pas de mots de longueur 0 ou
1 dans R. De méme pour n = 2, n = 3 ou n = 4, le prédicat est vrai. Il suffit
de vérifier tous les mots concernés : 11,110,1001, 1111.

- On procede par récurrence forte. Soit n > 5 on suppose P, pour tout
k < n. Montrons P,. Soit m € R tel que |m| = n. Comme |m| > 4,ily a
deux cas : soit m = w0 ol w € R soit m = ww’ ol w et w’ appartiennent a R.
Dans le premier cas, en appliquant P,,_1, w € L donc il existe un calcul réussi

w1 Wn—2 Wn—1
Qo —> - == ¢ == qr
dans 'automate A sur w. On en déduit que 1 le calcul suivant dans A sur m
w1 Wn—2 Wn—1 0
o =+ == q == qr —>qr

est aussi réussi. Cela montre que m € L.

Dans le deuxiéme cas, on peut écrire m = ww’ ou |w| et |w’| sont strictement
inférieurs a n. De ce fait, par récurrence forte, ce sont des mots de L. Il existe
donc des calculs sur ces deux mots réussis dans A

w1 WE—1 Wi
Qo — " — ¢ —(r
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et

/

w} W1y W
Qo —> - —> ¢ = qr
On remarque que 'avant dernier état ¢ du calcul sur w est donc q,, g4 ou qr.
On peut donc "remplacer” la transition ¢ —= gy par ¢ —> ¢o. De ce fait, le
calcul
w1 Wn—2  wg wy whog Wi
Qo ———=q——>q —— " —>q¢ —>(qr
est un calcul réussi dans A sur m = ww’ et donc m € R.
- On a bien montré que pour tout entier naturel n, P, et donc R C L.

e I C R. On considere 'ensemble Z des trois transitions qui aboutissent a ¢ :

Qa BRI Qo ; Qq BRI qo et qr 9, go. Montrons par récurrence le prédicat suivant :
P, : "Tout mot m de L tel qu’il existe un calcul réussi sur m dans A empruntant
n transitions dans Z est dans R”

- Pour n = 0, un mot m de L tel qu’il existe un calcul réussi sur m dans
A n’empruntant aucune transitions dans Z est dans R est donc reconnu par
I’automate obtenu en enlevant les transitions de 1’ensemble Z :

(a0
db > gc ~ dd
0
Le langage des mots reconnu par cet automate est L((11/1001)0*) qui est claire-
ment inclus dans R.
— Soit n > 1. On suppose P,_1. Soit m un mot de L tel qu’il existe un calcul

7 . o . . , m
réussi sur m dans A empruntant n transitions dans Z. Considérons ¢ — ¢q
la premiere de ces n transitions. Le calcul total s’écrit alors :

mi My mMr41 mp
Go —>"q—>q — - —(qr
On peut alors remplacer ¢ —% gy par ¢ —= gr de telle sorte que
mi Moy
Qo —> " q —">qr

est un calcul réussi dans A sans transitions dans Z. D’apres Py, mq ---m, € R.
De méme,
Mr41 mp

qo —> - ——>(r
est un calcul réussi dans A avec n — 1 transitions dans Z. D’apres P,_1,
Myg1 My € R.
Finalement, m = ww’ ot w = my---m, € R et w' = my41---m, € R. Cela
prouve que m € R.
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- On a bien montré que pour tout entier naturel n, P,, et donc L C R.
b) Déterminisons cet automate :
état 0 1
{0} 0 {qa, o}
0 0 0
{da, a0} {a.} {40, qr}
{g.} {qa} 0
{QOaQT} {QU7QT} {Q(MQb}
{aa} 0 {490, ar}
Cela donne (en enlevant 1'état () qui n’est pas coaccessible) I'automate
c) Soit m = my ---m, on lui associe m = > m;2"".
i=1
On procede par induction (ou par récurrence forte sur la longueur du mot).
o Cas de base. Si m = 11, m = 3 qui est divisible par 3. Si m = 1001, m = 9 qui
est divisible par 3.
 Induction.
Si m = w0 ou 3|w alors ™ = 2 x W et 3|m.
Si m = ww' ot 3w et 3|w’ alors m = 211w + W’ et 3|m.
Donc pour tout m € R, 3|m.
d) L’écriture binaire de 21 et 10101 qui n’appartient pas a R.
8) a)

0,1

—(10)——(a)
J

b)

v(m) = SN dR2b = ST dop22F 4 STTL dggey 1 22

_ n—1 2k _
— 0 6k2 —

n—1
k=0 €k

"o @ok 2% + 2dyy s, 22 =

4k

1o (dog, + 2y 1)2%F
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ii) Tout d’abord, 4 = 1 mod 3, ainsi pour tout k € N*,4* = 1¥ mod 3, c’est-a-dire
4% =1 mod 3. De cette facon, pour tout a € N, pour tout k¥ € N, a * 4*¥ = a
mod 3. En conséquence, on obtient que v(m) = 37—} exd* = 327" e mod 3.

c) L’idée est de construire 3 états représentants le modulo 3 des mots de longueur paire.

o On passe respectivement des états 0, 1 et 2 aux états 1, 2 et 0 avec le mot e, =

10(=1).
o On passe respectivement des états 0, 1 et 2 aux états 2, 0 et 1 avec le mot e, =
01(=2).

« On passe ainsi d’un état 0 a lui méme avec les mots e, = 00(= 0) et e, = 11(= 3).

Les transitions étant étiquetées par un seul chiffre, il faut construire des états inter-
médiaires. On remarque rapidement qu’il suffit d’utiliser 3 états intermédiaires car les
transitions sont compatibles. Sur le dessin, on représente ces états intermédiaires par
des rectangles.

d) Pour obtenir 'automate qui reconnait également les mots de longueur impaire, il suffit
d’accepter les mots de longueur impaire qui seraient acceptés en ajoutant un 0. Il suffit
donc de reprendre le méme automate en rendant acceptant I’état intermédiaire 02.

9) a) Supposons que L est reconnu par l'automate M = (A,Q, E,I,T). Explicitons la
construction d’un automate normalisé M = (A, Q, E,{i}, {t}) qui reconnait L\ {14-}.

- Q=QuU{i}
o 7 et t sont des états distincts des états de Q)
e B=EU{(i.2,9)1Fi0 € I.(i0,z.9) € B} U{(q.2,1)|3t0 € I.(q,2.t,) € E}
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Montrons que M reconnait L\ {14-}.

« M n’accepte pas 14+ par construction.

e Soit w € A*\ {14}, montrons que w admet une lecture acceptante dans M si et
seulement si w admet une lecture acceptante dans M.

— (=) Supposons que iy —% q; —> G| -1 (LN to est une lecture acceptante de

w dans M.
Par construction, i —» ¢ —» G| —1 vl ¢ est alors une lecture acceptante
dans M.

— (<) Supposons que ¢ il q1 22, Q) —1 M t est une lecture acceptante de
w dans M.

Par construction de M, il existe respectivement i, et to tels que ig — ¢1 et

ww . . . w’l.l)
Qjw|—1 L> to. Ainsi, ig SN Q1 =2 Q|1 L) to est une lecture acceptante
de w dans M.

On a donc bien prouvé que M reconnait L\ {14-}.
b) Définissons un automate qui va reconnaitre G, : M, = (A,Q x {1,2}, E., i, t.) ou

o E. = {((p,ind),z,(p',ind)) € (Q x {1,2}) x A x (Q x {1,2})[(p,z,p") € E} U
{((¢,1), 2, (p,2)|(¢,2,p) € E}

o« ic=(q,1)

« le=(q,2)

Alors, on a 1 ELN q Py ¢ dans M si et seulement si (q,1) ELN (¢, 1) ELN (¢,2). Donc M.
reconnait G|,.

c¢) Le langage Conj(L) est une union finie de langages rationnels, il est donc rationnel.
3 Algorithme de Glushkov
10) a) (a*b)*aa* — (2ize)* w3z}

({x1, 22, 23}, {T1201, X129, ToTa, ToT1, Tok3, 3Ty, TaTa }, {T3, T4 })

b) a*b+ b*a — xjry + xixy

({561, T, T3, 374}, {5619517 T1T2,T3T3, 33'3354}, {$2, $4})
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c) a(b* 4 bba)*b — x1(xd + r3:475) X6

({xl}, {$1$2, XT1T3, X1T6, L2T2, T2X3, L2L6, L3L4, T4Ls, T5L2, T5T3, 1’5376}7 {fﬁ})

Pour cette question, l'automate étant plus gros, on ne représente que la version finale.
Pour les trois questions suivantes, on ne dessine pas du tout les automates, mais ils
sont facilement déductibles a partir des triplets.

d) a®b*(ab)* + ab* + a*b?a* — w1297 (T475)* + T + TETOT 10T,
Noter qu’il faut traiter les carrés avec attention. En effet, il faut deux symboles distincts
dans la linéarisation (par exemple a? — x173), sinon on risque d’obtenir le langage
correspondant & l'expression rationnelle ott a? est remplacé par a* ou un simple a,
selon si on autorise le z;x; correspondant ou non dans les facteurs de longueur 2.

({@1, z6, w8, w9}, {1122, ToT3, To4, X33, T3 T4, TaTs5, T5Ta, Te7,
T77, T3T8, TgTg, ToT10, T10T11, T11211 }, {T2, ¥3, 5, T¢, T7, T10, T11})
e) ((a*bc*)*acbb*b)* — ((xixoal)* vaxsaerias)*
Noter que le mot vide appartient a ce langage. Lors de la construction de I'automate,
il faudra donc définir I’état initial comme acceptant.

({z1, 22, 24}, {2121, 120, ToT3, ToT1, TaT2, Ty, T3T3, T3T1, T3T1,
T3To, T3Ty, T4y, T5Te, T_ Ty, Tely, T7ly, T7Lg, LT, TeTo, TeTq}, {Ts})
f) ((ab)*eb*)* + ((ab)*cb*)*a* — ((w129)* w325)* + (T5T6T7T8T9T10%) 21 1*
Noter que comme précédemment, on linéarise le carré avec précaution : (ab)? —

rsrer7rs. De plus, le mot vide appartient au langage, I’état initial devra donc étre
acceptant.

({x1, 3, x5, x11 }, {2129, Bo1, ToT3, T3y, T3T1, T3T3, TaTy, T4T1, T4T3, T5Te, TeX7,

T7g, XgL9, L9L10, L9T5L9X11, L10L10; L10L5, L10L11, 1‘119511}, {533, Ty4,T9,T10, $11})
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4 Langages non rationnels

11)

12)

13)

a)

b)

Supposons par I'absurde qu’il existe i # j tq £; = Ej. Alors, comme A est déterministe,
le mot ab’ est accepté depuis 1'état E; = E;. Le mot ab’ab’ est donc accepté par A, ce
qui est absurde, car ce mot n’appartient pas a R.

Supposons par I'absurde que R est rationnel. D’apres le théoreme de Kleene, il existe
un automate fini qui reconnait R. Soit A un tel automate et {qy, ..., ¢, } 'ensemble des
états de A. Comme {ab'ab’|i € [0,n]} C R, pour tout ¢ € [0,n], il existe s € {q1, ..., ¢ }
tq E; = s. Comme #[0,n] =n+1>n={q,....,q,}, ilexiste i # j € [0,n] tq E; = E;.
D’apres la question précédente, cela est contradictoire avec le fait que A reconnaisse
R. Le langage R n’est donc pas rationnel.

LN B={a’V’|p € N}

L’intersection de deux langages rationnels est rationnelle (voir fin du cours sur les
automates). On a vu en cours que L N B n’est pas rationnel. Or le langage B = a * bx
est rationnel par définition, donc L n’est pas rationnel.

A = ({qo, -, qn+1,0}, 90, {an41},0) ou Vo € A Vi € [O,N — 1], 6(gi,x) = ¢iy1,
0(gn+1,7) = an+1, 6(p, @) = p, (g, b) = p et d(qn, a) = qn1.
Comme l'indique ’énoncé, les mots €, a,a?,...,a”™ ™, V! doivent mener & des états
tous distincts. En effet, nous allons dresser une liste de mots telle que chacun est
reconnu par l'automate aprés un unique mot de la liste initiale.

W¥Wa, b a, ... a,¢

Il y a donc au moins N + 2 états. De plus, en lisant b, on ne peut plus rien accepter
ensuite. Il y a donc un état depuis lequel I'état acceptant n’est pas accessible. On a
donc bien au moins N + 3 états.

A= ({q0, -, an11}, G0, {an+1},0) ou Ve € A Vi € [1, N], §(¢:, ) = qiv1, (qo, ) = qo
et d(qo,a) = q1.
Pour N =1, A = ({qo, q1, 402}, 90, {q2},0) ou Vx € A, §(q1,2) = ¢2, 0(qo,x) = qo et
6(qo, a) = q1.
Lorsque je déterminise, j'obtiens A = ({40, 90.1, 90.2,90.1.2}> 90, {02, G012}, 0) avec :
 6(qo,a) = qo1 et 6(qo,0) = qo
e 9(qo1,a) = qo2 et 6(qo1,b0) = qo
* 6(q02,a) = qo1 et 6(qo2,b) = qo
e 6(qo1,2,a) = qo2 €t 6(qo,1,2,0) = qoo-
Soit A un automate déterministe complet reconnaissant Dy .
Soit w,w’ € ANT! tels que w # w', montrons que §(q0, w) # §(q0, w").
Soit ig le plus grand indice tel que wy, # wj . Sans perte de généralité, je suppose que
w;, = a et wj, = b.
Notons :

« ¢ l'état tel que d(qo, wo,...,io) =dq
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o ¢ l'état tel que 5(%7“)6,...,7;0) =q
o g5 l'état tel que 6(qo, w) = g
o ¢} Détat tel que §(qo, w') = ¢}
Notre objectif est donc de prouver que g # q}.
Remarquons d’abord que §(q, wiy+1,...v.b" ") est final alors que 6(q/,w} ; y.bV"%)
ne l'est pas.
Or :
8(q, Wigs1,..n-bY ) = 8(qp, bV T)
et . .
0(q' s Wy, -0V T0) = 0(q;, V)
Donc q; # qj-.
On a donc au moins un état distinct pour chaque mot de longueur N + 1. Ainsi, il y a
au moins 2V*! états dans 'automate A.
f) Leslangages Dy et Gy ne doivent pas accepter de mots de longueur inférieure a N + 1.
Il faut donc que le plus court chemin d'un état initial & un état acceptant soit de
longueur N + 1. Il y a donc au moins N états distincts a traverser depuis un état
initial pour accéder a un état final. Cela fait au minimum N + 2 états (car ces langages
sont non-vides).
14) a) Soit A = (@, q, T, ) un AFD complet reconnaissant £. Soit 'automate non-déterministe
A=(Q,1,{q},0) tel que :
e I =T
« Vo e A Vg e Q,d(q,x) ={¢ € Qo(¢,x) = q}
Par récurrence (je vous laisse I'écrire), la lecture d’'un mot w dans A est acceptante si
et seulement si il existe une lecture acceptante de w dans A.
b) |P.| =p'2]. Le langage P, est fini, donc rationnel.
c¢) Fait en cours.
15) a) Notons L, le langage des mots de longueur une puissance de 2. Supposons que Ly est

rationnel. Alors, il existe un automate fini déterministe qui reconnait ce langage. Cet
automate ayant un nombre fini d’états, il existe p < ¢ tels que (qo, a®") = §(qo, a®").
Alors a®"*2" € L,. Or, 29 < 27 4+ 2P < 29 4+ 29 = 291 Ainsi 29 + 2P n’est pas une
puissance de 2, donc a* 72" ¢ £,. Absurde !

Notons L le langage de 1’énoncé. Supposons que L est rationnel. Alors, il existe un
automate fini déterministe qui reconnait ce langage. Cet automate ayant un nombre
fini d’états, il existe p + 1 < ¢ tels que 6(qo,ab”) = 6(qo,ab?). Alors ablab’™ € L.
Absurde !
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