MP1 / MP2 Devoir libre 2 - Corrigé 2022 - 2023

Exercice 1

1) a) Pour tout entier n > 2, par téléscopage,

Zkln(k) —(k—1In(k—1)=nlnon—1lnl=nlnn
k=2

b) Pour n > 2,

In(n!) —nln = zn:lnk - En:kln(k) —(k—=1)In(k-1)
k =2

= > (k=1Dn(k—1) = (k—1)In(k)

k=2
_ kz_z(k_1)1n<1—;>
2) Pour k — 400
(k:—l)ln(l—,i) = (k_1)<_]1_2]12_3]1€3+0(k13)>
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(k—l)ln(l—k)——l—i—%—i-ak
On en déduit que
1
l(n')—nlnn—g 1—|—ﬁ+ak:—(n—1)+g ﬂ—'_g_ ay

Donc, pour n > 2

l(n')*nlnn—n+1+z JrZoek

4) a) Comme (ay) ~ ﬁ et que la série de Riemann ) k—lz est convergente, par comparaison pour les séries a
n
termes positifs, la série Y ay converge. Si on note S sa somme on a donc pour n > 2, > ar =5+ o(1).
k=2
En utilisant la propriété donnée dans la question,

In(n!)=nlnn—-n+1+ = (lnn—l—’y—l)—&—S—Fo( )

On en déduit que

ln(n!)—(n—f—;)]n(n)_i_n 7‘21‘ +S+0(1)

(ot~ (o )ty )

et donc, en posant C = %rl + 9,



b)

En prenant l’exponentielle et en notant K = exp(C), on a

n'

W = exp (ln(n!) - <n + ;) In(n) + n) K

et donc
n! ~ Kn"e "\/n
Onalp=%etl = [—cost]g/2 =1.
Pour n > 0,
/2
Iy = / sint x (sint)"*dt
0

w/2
= [—cost x (sin t)""'l]g/2 +(n+ 1)/ cos®t x (sint)"dt
0

/2
(n+ 1)/ (1 —sin®t) x (sint)"dt
0

(’I’L + l)In - (n + 1)In+2

1
n+ I,
n+2

On en déduit (n 4 2)I,12 = (n+ 1)I,, puis que I,,10 =

Par une récurrence immédiate on a pour p > 0,

2p—1 2p—1 2p—-3 1
I = I I —R— 7[
T Ty, K2 % op—2 20
et donc
P 2p
[]2k-1 I1*
7 k=l T k=1 T_ (ptw
» P 2 » 29 7 (2vpl)2 2
I 2x 11 2+
k=1 k=1
De méme,

Lo 2
LT (2p 4+ 1)

Pour tout entier naturel n,

/2 /2
Iny1—1I, = / (sint)"*! — (sint)"dt = / (sint — 1)(sint)"dt < 0
0 0

car pour ¢ € [0, 5], (sint — 1)(sint)" < 0.
La suite (I,,) décroit.

La formule trouvée en 1.b) montre que

et donc I, ~ I,19.
En utilisant maintenant la décroissance de la suite (I,,),

In+2 g In+1 g In

En divisant par I,, > 0,

I’IL+2 < In-‘rl
B
I, L,

<1

I
"l 5 1 et done Iy ~ I,

Par le théoreme d’encadrement,
I, n—oo




¢) On pose 0, = (n+ 1)1, I, 41.
Pour tout entier naturel n,

n+1

en—i-l = (TL + 2)1n+11n+2 = (n + 2)In+1 X mln = 9n
m
La suite (6,,) est constante égale & 6y = [p.I; = —
i
On en déduit que I,,.1, = —\
q n-tn+1 2(n+ 1)
En utilisant la question précédente, on a donc
T T
P~ldyg~ o~ —
It 9+ 1) 20
P
En prenant la racine carrée et en utilisant que I,, est positif, on obtient que I,, ~ o
n

7) Reprenons la formule trouvée pour I, en remplagant les factorielles avec la formule obtenue ci dessus.

o= (2p)! m K(Zp)2pe’2p\/2pi V2pmw o ow
T 22 T (K2rpre P yp)2 2 Kp 2 Ky2p

En reprenant ’équivalent trouvé a la question précédente,

T VT
Kv2p  Ap

On en déduit que la constante K de la question 4.b) vaut /2.

Exercice 2

1) On commence par remarquer que par une récurrence immédiate, pour tout n € N, w,, est bien défini et u,, > 0.
On en déduit que la suite (un)n >1 est bien définie, et qu’elle est (strictement) croissante. En particulier, pour
tout n > 1, up, > uyg > 0.

On suppose que la suite (u,) converge. Notons ¢ sa limite qui vérifie £ > wu; > 0. On en déduit que

1 11
Upg] — Upy = ——— ~ — —
s T ooy, Ino

Comme la suite (u,) converge, la série > (u,+1 — u,) converge donc la série > €(up+1 — uy) converge. Par
comparaison pour les séries & termes positifs, la série > n% converge aussi. On en déduit que o > 1.
2) On suppose maintenant que & > 1. On a vu & la question précédente que pour tout entier n non nul u, > uq,
on en déduit que
1 1 1

<

X
N*Us, Uy nO‘

Up4+1 — Up =

Comme « > 1, la série Y % converge. Par comparaison pour les séries & termes positifs, la série 3 tnq1 — uy

converge (car 41 — Uy = 0). On en déduit que la suite (u,) converge.

3) On suppose que o > 1 et donc que la suite (uy,) converge. On a vu que Upq1 — Uy ~ %n% La série > n% est
une série & termes positifs convergente donc, par le théoréme de sommation des équivalents (qui s’applique aux
restes car on travaille avec des séries convergentes),

- Ien 1
> — ) v 33
n=p n=p
On remarque que, pour tout N > p, Z Up41 — =UN§1 — Up.
n=p

o0
En passant a la limite quand N — 00, > Upy1 — tp = — up.

n=p
On peut alors obtenir I’équivalent des restes des séries de Riemann en procédant par comparaison série-intégrale.
La fonction ¢ — t% est décroissante sur [1,4o00[. Pour tout entier p > 2 et tout entier N > p,

N+1 1
fu<y Lo
/ IR



En calculant les intégrales,

N
1 1 1 1 1 1 1
- < — < —
a—1 <pa1 (N + 1)041) Z ne a—1 ((p _ 1)0471 Nal)
On fait alors tendre N vers 400 pour obtenir que
1 1 < Z 1 < 1 1
a—1pa-t n® T a—1(p—1)1
1_1 1

Comme —— —+ ~ ——=—— on obtient que
a—1p*— p~>ooa a—1 (p— 1)&1 q

[ee]

1 1 1

~
n® p—oo o — 1 p—1

n=p

On en déduit que

¢ L
AR Lo —1)pr—1

On suppose que « €]0,1] et donc la suite (u,,) diverge vers +oo. Soit 8 un réel.
5 8 LN
1 =t = (un + no‘zm) S

() )

~ ug 2 caru, =0
ne

On prend donc B = 2 de maniere & avoir un équivalent indépendant de w,, et on obtient que u?2 11 —u? s n%
La série » n% est une série a termes positifs divergente donc, par sommation des équivalents (qui s’applique

aux sommes partielles car on travaille avec des séries divergentes),

n—1 n—1 1
d (i —uk) ~ 2) o
+ n—o0 ko
k=1 k=1
n—1
Par téléscopage, > (ui,q —up) =wup —ui ~ uZ car (u,) diverge vers +o00 donc ui = o(u?).

Par comparaison série-intégrale, comme ci-dessus, on obtient que

nol In(n) sia=1
2 T o
n=1

—n sinon

Finalement, puisque (u, ) est & valeurs positives,

21n(n) sia=1

Up = U2 ~
n—oo 2 11—«

—~nz si0<ax<l



