MP1 / MP2 Devoir surveillé 1 - Corrigé 2022 - 2023

— Partie | -
1) Convergence de la suite (#)
p ™
t 0 e} b1
a) On consideére la fonction
f(t) - -

f:tﬁgsin(t)—t.

1
f() e
-1

N

Elle est € sur [0, 5]. On a pour t €
[0, 51,

F1(t) = Zeos(t)—1 et f/(t) = — = sin(t).

+ 0
2 2
On peut alors établir le tableau de 0 0

variations de f.
L’existence de « résulte du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a la fonction continue f’
qui vérifie f'(0) =5 -1>0> —1= f'(1).

On en déduit que pour tout ¢ € [0, ], f(t) > 0 et donc gsin(t) <t

Remarque : Cette question peut aussi se traiter en justifiant que ¢ — sint est concave. Sa courbe
se situe donc au dessus de sa corde entre le point de coordonnées (0,0) et celui de coordonnées
2

(5, 1)
2
On en déduit : V¢ € [0,3] , 0 < 2 < <— sin(t)) = 0 < t2cos?(t) < %sinQ(t) cos?P(t) car
cos?P(t) > 0.
oo

3o L 2 2 2 (e 2 2 m?
Dou:0<J, < 4/ sin”(t) cos™ (t)dt = 1 / (1 — cos?(t)) cos™P(t)dt = Z(Ip —Ipi1)
0 0

par linéarité de 'intégrale.

On reconnait une intégrale de Wallis. On a par intégration par parties (les applications sont de
classe €1 sur [0,5] ) :

Ip+1 = /
0

= 0+ (2p+1) /2 (1 —cos®t)cos t dt = (2p + 1)(I, — Ip41)

™

s 2
costcos?P T tdt = [(sint) cos?P T )7 — / (2p 4 1) sin t(— sin t) cos” tdt
0

WP

0
" 2p+1
d'ou 2p+2)Ip11 =2p+ 1)), <= |[p41 = mlp pour p > 0.
%
o [y = 1dt = g > 0; une récurrence simple en utilisant la relation précédente permet de

0
conclure : I, > 0 pour tout p > 0.

1
e On a donc par b) en multipliant par T >0:
p
J 2 I 2 2p+ 1
Oéj_—:é% <1—Z}:1> :1(1—2g12> — 0 quand p tend vers +oo.
Ip

Ainsi T tend vers 0 quand p tend vers +o0o par le théoreme d’encadrement.

2) Convergence et limite de la suite (.Sy,).
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a) Les applications t — ¢, t — t? et t — cos®(t) sont de classe €' sur [0,%], et donc par
intégration par parties :

™

L = [21 2t dt = [t cos® t]7 gt2 int)cos® !¢ dt
v= . COS = [tcos™t]; — ; (2p)(—sint) cos

jus

= 0+ (2p) /2 tsin(t) cos®L(t) dt
0
2 3 z 2
= 2p ({7; sin(t) coszpl(t)] ) - /0 — (cos(t) cos®1(t) — (2p — 1) sin®(t) cos??2(2)) dt)
T2 T2
= 0-—p (/0 — cost(t) dt — (2p — 1)/0 % (1— cos2(t)) COS2p72(t)) dt)

—p(2p Jp— (2p—1) Jp_1)

Dou:|ly=p(-2pJp+(2p—1) Jp-1)|(p=1)

b) En divisant par I,_; > 0, on a, en utilisant plusieurs fois la relation obtenue en 1) c) :

Ip 2p -1 ( Jp Jp_1> ( Jp 2p -1 Jp_l)
— = = —2p — 4+ 2p—-1) — | = —2p) — +(2p—1
J, Jp—1
= p(2p—1) (—p + 5 )
Ip Iy
Jp— J, 1
On en déduit pour p > 1 : IZ—ll _Tj =27

= 3

T 2 T

0 Ly==|;Jo= [ t?dt= —|
c) @ On a vu que | 9 " 70 /0 24

n n n—1 n
L/ L e/ ) I Z&_ Ip
L1 1, — I, I, I,

1 n
oOronaSn:Zﬁ:QZ 5 I
p=1 p=1 P p=1"" P p=0 p=1
Jo  Jn
ainsi : Sy, =2 1) 0 quand n tend vers oo par 1) d).
0 n
Jo 2 |72
Dou§=222=2" =7
o Iy 247 |6

— Partie Il —

3) Sommation de séries télescopiques
a) Soit f dans E :
e Par opérations sur les fonctions continues : composition (z — x + 1 est continue sur R™ a
valeurs dans |1, 4o00[, intervalle sur lequel f est continue, donc x —— f(z + 1) est continue sur
R™ ) et combinaison linéaire, Af est bien continue sur R™ si f lest.
e Par composition des limites : z — x + 1 tend vers +o0o en 400, donc x — f(x + 1) tend vers
0 en +oo.
Ainsi x +— f(z+1) — f(x) = (Af)(z) tend vers 0 en +oo.
eVige E,V\ ueR:

Ve €R, AN +pg)@) = (Af+pug)(@+1) = (Af + ug)(@)
= Mf(@+1) = f(@) +plg(e +1) - g(a))
AAS)() + p(Bg) (@) = (MAS) + 1(Ag)) @)
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Dlou A(Af + pug) = AMAf) + u(Ag) :
A est un endomorphisme de I’espace vectoriel F.

b) Sin>1lonaT, =Y (Af)(p)=> fp+1)—fp)=> fp+1)=>_ f(p)
p=1 p=1 p=1 p=1
n+1
Z Zf f(n+1)—f(1). Or f étant de limite nulle en +oo, onangrfooT =—f(1).
p=2
+o0
Ainsi la série Z(( )(p))p}1 est convergente et pZ:; (Af)(p) =—f(1)]
N N N N
e De méme, sin < N : Z (p) = Zf(p—i—l)—f(p): Zf(l?—i-l)— Zf(]?)
p=n+1 p=n+1 p=n+1 p=n+1
N+1
> f) Zf fln+1)+ f(N +1)
p=n+2 p=n+1
Or f étant de limite nulle en 400, en faisant tendre N vers 400 a , on a :
+o00
> ANHP) =—fln+1)|
p=n-+1
) V& >0,Af = ! - .
€ vE Ak (@) = z+D(z+1+)(z+14+2)(z+1+(k—-1) z(z+1)(z+2)...(z+k—-1)

1 11 —k
(e D(z+2).(z+ k1) <:):—|—k a x) Cxz+D(z+2). (v + k)

Donc‘Afk_l =k fpsik> 1\.

1 1
d) i) fulp) ~ g or Z <k+1> est une série de Riemann convergente
+oo p P p>1

car k+1>141=2>1; les séries étant a termes positifs, " (fx(p))p=1 est convergente.
D’apres 3)b) et 3) ¢) on a :
+o0o 1

+oo 1 1 1
Z fk(p):—% Z (Afe-1)(p) = k( fro1(n+1)) = E(n+1)(n+2)..(n+k)

p=n-+1 p=n-+1

1
4) a) Comme t — 2 est décroissante sur [1,+o00], si k un entier supérieur a 1 :

E<t<k+1= t 1t 1 d’ot L </k+11dt< 1
~ ~ T N X [ X ;L N9 Ouzi\ ) ~
(k+1)2 =2 = (k+1)2 (k+1)2 i +

N-1

1 N 1
Ensommantdek—nék—]\f—lona:];ng/n ﬁdtézﬁainsi:

k=n

N
Y. =<

k=n+1

3\'—‘

i |
NZT

On fait alors tendre N vers +o0o a R, <

1 1 1 1
—<Rn+—26td0nc:———2<Rn<
n n n o on

- PN NP 1 _ .
b) Ainsi, pour que Ry, soit inférieur & 10~2, |il suffit que No < 1072, et donc | Ny = 100 | convient.
1
c) En faisant tendre n vers 400 dans l'encadrement — — — < R, < — déterminé a la question 4)a)
n o n n

S|

on obtient que R, ~ —.
n

5) a)
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Remarquons que % = %f 1(p)-

Ainsi a1 (p) = (p%l 1) fi(p) = %fl(p)'

b) On a par linéarité de la sommation des séries convergentes :

Z f1 = > alp)

p= n+1 p=n+tl
oo 1 >
= Z - Z fl(p)
PR R —
— 1
— Z = - en utilisant la question 3)d)ii)
p=n+1 P "
B 1
S |
c) Les fi(p) sont positifs et pour tout p >n+1on a 0 < % %H
Donc
o< Y e Y S am <
1(p n+ "W S LT

p= n+1 p=n-+1
(en utilisant & nouveau 3)d)ii)
D’ou 'encadrement demandé.

d) Comme S — (S,, + n+1) R, — 0, il suffit de prendre N; =9 pour avoir

1
n+1 >

0<S—(Sn, + ) <1072

N1 +1

On obtient ainsi une approximation de % a 10~ 2 pres avec beaucoup moins de calculs (on rappelle
que Ny = 100).

6) a) Soit p > 1. On procede & une récurrence sur l'entier gq.

La propriété a démontrer est vraie au rang ¢ = 1 d’apres la question 5)a).
Soit ¢ € N* tel que a4(p) = %!fq(p).

Alors ag41(p) = aq(p) — d far1(p) = ¢'(5 fo(p) — fo1(p)).
Remarquant que fy(p) = (p +q+ 1) fg+1(p), il vient :

pt+qg+1
o) =at (25 1) fyao) = 0+ Difya )
Par récurrence, la propriété est démontrée.

b) Soient n,q > 1.
On a par linéarité de la sommation des séries convergentes :

0o 0o 1 q 0o
Doap) = D0 = (k=1 Y fiul)
p=n+1 p=n+1 p k=1 p=n+1
— 1 1 1
= Z — — k—1)— en utilisant la question 3)d)ii)
5 (
1 P” En+1)(n+2)...(n+k)
oo
Par ailleurs, d’apres la question précédente, Z =q! Z fq
p=n+1 p= n+1

1

Or les f,(p) sont positifs et pour tout p >n-+1ona0 < 5 S o

Donc

o0 o]
1 1 1
0< 3 ) <al 30— folp) Sl
p=n+1 p:n+1n+1 n+lgn+1)(n+2)...(n+q)

(en utilisant & nouveau 3)d)ii)
D’ou, apres simplification, I’encadrement demandé.
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1
¢) Comme Z —=8—-5,= T Sy, encadrement précédent s’écrit
p 6
p=n+1
2 (g —1)!
0< — -9/ <
6 "Tn+1)2n+2)...(n+q)
avec .
k—1)!
S =S ( .
”+;k(n+1)...(n+k)
d) Pour ¢ =2, on a
1 1
S =8
e T T st D+ 2)
et 'encadrement s’écrit
2 1
0<— -5, <
S6 T T (1) (n+2)
— Partie 11l -
n
7) La relation s'écrit u,—; = — Z n'_p . Avec la relation up = 1 on en déduit qu’il existe bien une
p!
p=2

unique suite de nombres réels vérifiant cette relation.

De plus, par récurrence FORTE, les u,, sont tous rationnels.

L Sy w1
o= Zz ol 2 ~ 2
pi
Uu3—p up U 1 1 1
u9 = —Z T = - — = - — - = —
o p! 2 6 4 6 12
iu4p Uy U] U 1 1 1
Uu, = — = —_—_— — - _— = —— _— — =
’ P! 276 24 24 12 24
p=2
8) a) i)
1
Uy, = u1+u0X:—§+X

uX? 1 X+X2
2 12 2 2
wX? wXt XXX

2+6_12 4+6

Usa = us+u X+

Us = uz+u X+

Remarque : les u,, (respectivement : les U,,) sont appelés nombres (respt : polyndmes) de
Bernoulli.

ii) Pour tout n > 1,

par le changement d’indice g =p—1, p=q+ 1.
Pour tout n > 2,

Ua1) = U, (0) = 30 20 =00 7 e
p=1 =

p=0 P!

donc U, (1) = Uy(0).
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b) i) Soit n € N. Par récurrence sur p, on a pour tout p € [0, n], VTEP) =Vip.
Ainsi V"V = Vg = 0 donc deg(V;,) <

n -(p)
V'’ (0) XP
Vn:§ T
p=0

n. Par la formule de Taylor,

_ Z Vo p(0)XP
- !
p=0 P

ii)

S Y2l g ) v 0) = 0
=1 P

iii) D’apres la question précédente et 'unicité de la suite (u,), on en déduit que
VneN V,(0) = uy,.

Puis par définition des U, et par la question 8)b)i), onaVn e N V,, = ZZ:O
c¢) Posons V,, = (—=1)"U,(1 — X).

OnaVy =1 Depluspourtoutn >1 V.= (-1)"(-DU,(1-X) = (-1)""U, 1(1-X) =
Enfin pour tout n > 2, V,,(0) = (—1)"U,(1) = (—=1)"Up(0) = V,,(1).

D’apres la question b), Vn € NV, = U,,.

Soit p > 1. On a ugpy1 = Uzpy1(0).

Or Usp41(0) = Ugp+1(1) par 8)a)ii), et Uspt1(1) = —Uzp41(0) en évaluant 1'égalité précédente en
1.

Ainsi ug,11 = 0.

9) a) Vérifions I’égalité a démontrer au rang ¢ = 0. Le membre de droite s’écrit
1 1
-1 -
[ = / s e ek PO
o (z+p) o (z+p)?
1
d
~ 9 / _dr y [
o (z+p)
- 2(521) - (1) G o)
T \p p+l P )\ )2

La différence des deux membres est égale a

;_zﬂlrl_ <p+;> (1?12_ (pj1)2>+;<1912+(p431)2>
1
2
)

1 PRI A A I
T pr1 \PTaT o) TPy
-0

Passons a I’hérédité. Soit ¢ € N.

1
d
En posant Ay = (29 + 2)!/ Usgr1(z)de

,ona:
o (x4 p)2ats

1
A = Ca+ 2! U@ tp) e
0

Up—pXP

p!

1
= (2q+2)! ({U2q+2<x><:c +p) 7% - /0 Unga(a)(~2q — 3)(a + p>2q4dar)

1 1 ! .
= (29 + 2)lugg+2 <(p+ 1203 p2q+3> + (29 + 3>!/0 Usgia()(x +p) 2 da
1 1 1 1
= (29 + 2)uggy2 - + (2q + 3)!uzgys3 —
(p+ 1)24+3 ~ p2at3 (p+ 1)20t4 — potd

1
2+ ) [ Ualo)(o+p) 2%
0

Comme u2q43 = 0, on en déduit I’hérédité de la propriété a démontrer.
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b) Sommons ’égalité précédente pour p allant de n & N (pour 1 < n < N).
La somme des membres de gauche est égale a :

R PR o P

p=n p= n+1
N q
1 1 1 1 1 1 1
n N+1 2n? p%po 2(N +1)2 +; gk ( 2T (N + 1)2k+1>

(par simplification télescopique)

La somme des membres de droite est majorée en valeur absolue par

N 1
Z(2q + 2)! Mogi1 / |(:U —I—p)_gq_?” dx
p=n 0
al 1
= > (20+2)!Mag1———((p+1) 272 —p 272
—2q—2
p=n
B ' 1 1
— (2q + 1).M2q+1 n2q+2 - (N + 1)2q+2

1 1 1 Z 1 1
n N+1 2n2 £~ p2 2(N+1)?

q
1 1 1 1
+ D (2k) < %+~ (N 1+ 1)2k+1>‘ < (2 + )M <n2q+2 (N + 1)2q+2>
k=1

Passant aux limites quand N — oo et remarquant que la limite d’une valeur absolue est la valeur
absolue de la limite, on obtient I'inégalité demandée.

c) Le membre de gauche de l'inégalité précédente s’écrit

2
G
avec .
2]€ "u,gk
1
Sp = Sn + o R Z n2k+1
k=1
Pour ¢ = 2,
1 1 1 1
Sl/ S - o
+ n  2n2 + 6n3  30nd
On a donc )
T 1 1 1 1 120 M5
— =[S -t — - < )
6 < - 2n2+6n3 30n5>’ nd

. . _ X5 x4 X3 X
Si on veut calculer M5 : Le calcul donne Us = {55 — 35 + %5 — 79

X4 X3+X2 1
24 12 24 720

Comme Uy(1 — X) = Uy, on sait que Us(3 + X) est pair. Le calcul donne Uy (3 + X) = %,
polynoéme bicarré.

U =Uy =

. . A 120+16v30 _
Les carrés des racines de ce polynéme sont 50 :I: \ﬁ

On en déduit les variations puis les bornes de la restrlctlon de Us & [0, 1].

De pénibles calculs donnent
154/
M= -"+————.

21600
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