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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

Le sujet comporte trois parties, les parties 2 et 3 sont indépendantes. 

Notations : 
On note E = C([O, l],R) l’ensemble des fonctions continues sur [O, 11 à valeurs réelles. 
Pour f E E ,  on pose IlfII.. = ~ ~ p = ~ l ~ , ~ l l f ( z ) 1  et, pour 1 L p < +m, 011 pose l l f l l p  = 

Noter que l’application f H l l f l l P  est bien une norme (pour 1 p 5 +m) sur E. On ne 
demande pas de démontrer ce résultat. 
Pour f : [O, 1) + R, on définit f +  par f+(z) = max(f(x),O) (pour tout x E [O, l]), et 
f’ = (-f)+ (de sorte que f(z) = f+(z) - f-(z) et If(z)l= f+(z) + f - (z)) .  
Soient f et g deux applications de [O, 1) dans R (ou dans IR U {+CO}), on dit que f 2 g 
si f(z) 2 g(x) pour tout z E [O, 11. 
On désigne par O la fonction (définie sur [O, 11) identiquement nulle. 
On pose E+ = {f E E,f 2 O}. 
Soit T : E -+ IR une application linéaire. On dit que T est positive si : 

( jl O If (2) I’d.)t. 

f E E ,  f 3 O * T(f) >, o. 

Partie 1 Décomposition d’une application linéaire continue en diflérence d’applications positives. 

Question 1 1. Soit T : E + IR une application linéaire positive. 
Montrer que T est m-continue. 
[Indication : On pourra remarquer que, pour tout f E E, T(f) 5 T(l)llfllw, où 1 ddsigiic 
la fonction constante et égale à 1 sur [O, 11.1 

Définition 1 Soit 7’ : E -+ IR une application l inhaire .  

2. Si T + ( f )  < +cm pour tout f E E+, on difinil Y’+ sur tout E (à valeurs dans NI) 
par : 

T + ( f )  = T+( f+) - T+( . f - ) ,  Vf E E. 

Question 1 2. Soit T : E + IR, une applicatioii linéaire m-continue. klontrer que 
T + ( f )  < +m pour tout f E E+. 
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Question 1 3. Soit T : E -+ IR une application linéaire. 
a. Montrer que T+(af) = crT+(f), pour tout f E E+, ei tout CY E R,. 
b. Montrer que T+(f + g )  = T+(f) + T+(g), pour tous f , g  E E+. 
[Indication : On pourra remarquer que, si O 5 h 5 f + g, on a h = hl  + h z ,  avcc 

h l ( 4  = m i n ( h ( W ( 4 ,  vx E [O, 11.1 

Question I 4. Soit T : E + Et une application linéaire. On suppose que ?‘+(f) < +CO 
pour tout f E E+ (on définit donc T+ sur E tout entier). 
a. Montrer que T+ est une application linéaire positive de E dans IR. 
b. On définit T-  sur E par T- = T+ - T. Montrer que T‘ est une application linGaire 
positive de E dans IR,. 
c .  En déduire que T est oo-continue et peut s’exprimcr comme la diffcrcnce dc deus 
applications linéaires positives. 

Définition 2 Soit 9 E E .  On définit Tq de  E dans IR par : 

Question 1 5. Soit cp E E.  Montrer que T ,  est oo-continue. Montrer que 7; ~ 1 s t  positive 
si et seulement si 9 2 O. 
Question 1 6 .  Soit 9 E E.  
a. Soit f E E+. Moritrcr que T , ( f )  5 7’,+(f). 
b. Soit f E E+. Montrer que 7’,+(f) 2 ‘I;+(f). 

[Indication : On pourra remarquer, C‘II le justifiant, que p,, dbfiriic par vn(x) = $4 3- )Y+ (4 
I d 4 I  + a ’ 

Question II 1. Soicrkt p , q  tels que 1 5 p < q < $00 ct f E E .  Montrer que : 

If(41P I 3- 6P,  vx E [O, 11, V6 > o. 

En choisissant convenablement 6 (ce choix est indépendant de  x, mais ddpcndant de f ) ,  
en déduire que : 

I l f l l P  5 (2); Ilfll,. 
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Question II 2. Soient p , q  tels que 1 5 p < q 5 +w, et T : E + IIt une application 
linéaire. Montrer que si T est pcontinue alors T est q-continue (distinguer les cas q < +oo 
et q = +m). 

Question II 3. Soicnt p , q  tels que 1 5 p < q < +w, et 9 :]O, 11 -+ IR+. On suppose 

que y est continue et que 

a. Montrer que pour tout f E E ,  
On définit T : E + Ilt par : 

P (cp(z))o-ldz est convergente. J,' 1 
cp(z)f(z)da: est convergente. 

O 

b. Montrer que Iy ( s ) f (~ ) l  5 l([(z))lV + (p(z))*, pour tout z E]O,1]. h i  dkluirc (ILIC 

T est g-continue. 
, avec a > O convenal)lement choisi, d o l l i ~ r  U N  c .  En prenant 9 de la forme y ( z )  = - 

exemple d'application T : II; -+ R linhaire q-continue et non p-continue. 

1 

IX!" 

Question II 4. Soit p tel que 1 5 p < +oo. Doriner un exemple d'applicatiorl T : E + 111 
liridaire oo-continue et 11011 p-continue. 

T ( f ) =  1. . T , J . f + ) - r J . f - ) .  V f € E  
a. Montrer que : 

0 5 Tn(f) 5 Tn+l(f) 5 T(f), Vn E N, Vf E E+, 

Pour tout n E IN, T' est 1-continue. 

(0.1 1 

(0.3) 

Pour tout n E lN, Tn est une application linéaire de E dans IR, (0.2) 

[Indication : Pour montrer l'assertion 0.2, on pourra commencer par montrer que pour 

b. Soit f E E+. Montrer que, pour tout n E IN, il existe gn E E telle que O < gn < f e t  

Tn(f) 5 T(gn) + nIlf - gnIIi 5: Tn(f) + i. Montrer que I I f  - gnIlo -+ O. 
[Indication : On pourra commencer par remarquer que llf  - gnII1 -+ O.] 
En déduire que Tn( f )  -+ T(f), quand n -+ +m. 

c. Montrer que : 

tous f i ,  fi E E + i K ( f i  + fi) = Tn(f1) + Tn(fi)*] 

- - 



87 Écoles Normales Supérieures de Lyon et Cachan 
option M' 2ème composition 4/5 

Question II 6. Soient 1 5 g < +oo et T : E + IR une application linéaire q-continue. 
Montrer (en utilisant la partie 1 ) qu'il existe (Tn)neN, suite d'applications lindaires 1- 
continues, telle que Tn(f) + T ( f ) ,  quand n -+ +oo, pour tout f E E. 

Question II 7. On définit T : E -+ IR par T ( f )  = f ( O ) ,  Vf E E. 
Montrer que T est linéaire oo-continue. Soit S : E -+ IR. linéaire 1-continue et telle que 
O 5 S(f) 5 T ( f ) ,  pour tout f E E+, montrer que S G O. En déduire qu'il n'existe pas 
de suite (Tn)nE~ d'applications linéaires de E dans lR vérifiant 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. 

Partie III Convergence dominée. 

Soit T : II;: + IR, une application linéaire positive. 

Question III 1. Soient (fn)nEN C E et f E E telles que fn+l  >_ fn, ~ O U Y  tout t t  E N, et 

n-+oo 
hloritrcr que fn tend vers f uniformément sur [O, 1). 
[Ilidication : Soit E > O, 011 pourra introduire, pour T L  E N, O,, = {z E [O, 11 ; f(z) - 
f , , (r)  < E }  ct utiliser la corripacité de [O, 11.1 
L i  d d u i r c r  qiw Y'( In) -+ T(f), quand n -+ +m. 

Questioll III 2. Soient (fn)nEN C E et g E E t e k s  que f n + l  2 f n ,  polir tout f i  E IN, et 
g(i) I lim fn(Z) (E IR u {+oo}), pour tout z E [O, 11. 
Montrer que T ( g )  5 lim T(fn). 

Soit f : [O, 11 -+ IR, U {+a}, on dit que f E A+ s'il existe ( f n ) n E ~  c E telle que : 

lim f n ( 2 )  = f (z) ,  pour tout x E [O,1]. 

n--.+oo 

nd+m 

lim fn(x) = f(z), pour tout z E [O, 11 

et lim T(fn) < +m. 

n-r+oo 

nd+w 

Question III 3. Soit f E A+, montrer que 

On définit 2' sur A+ par T ( f )  = 

définition de T sur E. Noter aussi que si f,g E A+, alors : f 2 g =+ T ( f )  2 T ( g ) ) .  

Question III 4. ("Convergence croissante.") 
Soient (fn)ncN C A+ et f : [O, 11 -+ IR u {+oo} telles que : 

sup (T(g ) )  < +m. 
o€E.gIf 

sup (T(g) )  (noter que ceci est compatible avec la 
gEE*glf  
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Question III 5. ("Convergence décroissante." ) 
Soient (fn)nEN c A+ et f E E telles que ; 

et lim fn(x) = f(x), pour tout T E [O, 1). 
n-+w 

Question III 7. (Exeniple.) En choisissant conveliallernellt Y', 11lo11trer Ic r6suli :II, 

suivant : 
Soient (fn)nEN. c E et f E E telles que : 
1. f n ( 5 )  -+ f (z) ,  quand n -+ +oo, pour tout x E [O, 11. 
2. Ifn(t)l 5 1, pour tout 2 E [O, 11 et pour tout n E IN. 
alors 1' fn(Z)ds -+ 1' f(x)dx, quand n -+ +oo. 
Donner un  contre exemple à ce résultat si la deuxième hypothèse n'est pas vdrifiée. 

Question III 8. 'Montrer que le résultat de la question 111 6 est encore vrai  si I'hypothbse 
"T positive" est remplacée par "7' 00-continue". 


