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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Le sujet comporte trois parties, les parties 2 et 3 sont indépendantes.
Notations :
On note E = C([0,1},IR) ’ensemble des fonctions continues sur [0,1] & valeurs réelles.
Pour f € E, on pose [|f|l = sup,epoy |f(2)| et, pour 1 < p < 400, on pose ||f||, =
! 1
([ 1f(@)Pde)s.

Noter que I'application f — || f||, est bien une norme (pour 1 < p < 4+00) sur E. On ne
demande pas de démontrer ce résultat.

Pour f : [0,1] —» R, on définit f* par f*(z) = max(f(z),0) (pour tout z € [0,1]), et
£ = (=f)* (de sorte que f(z) = f*(z) — f~() et |f(c)] = f*(z) + £~ (c)).

Soient f et g deux applications de [0,1] dans IR (ou dans R U {+o0}), on dit que f > ¢
si f(z) > g(z) pour tout z € [0,1].

On désigne par 0 la fonction (définie sur [0, 1)) identiquement nulle.

On pose E* = {f € E, f > 0}.

Soit T : E — R une application linéaire. On dit que T est positive si :
fEE,f20=T(f)20.

On dit que T est oo-continue si : IM>0; TN S M|flleo Vf € E.

Partie 1 Décomposition d’une application linéaire continue en différence d’applications positives.

Question I 1. Soit T : E — R une application linéaire positive.
Montrer que T est oo-continue.

[Indication : On pourra remarquer que, pour tout f € E, T(f) < T(1)||fllc, o 1 désigne
la fonction constante et égale a 1 sur [0,1].]

Définition 1 Soit T': E — R une application linéaire.
1. On définit application T* de E¥ dans Ry (= [0,+00) = Ry U {+00}) par :

T*(f)= sup (T(g)), Vf e Lt

g€E, 0<g<f

2. §i T*(f) < +oo pour tout f € E*, on définit T sur tout E (d valeurs dans R
par :

TH) =T*(f*)=T*(f7), ¥f € E.

Question I 2. Soit T : E — IR une application linéaire oco-continue. Montrer que
T*(f) < 400 pour tout f € E*.
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Question I 3. Soit T : E — R une application linéaire.

a. Montrer que T+ (af) = aT*(f), pour tout f € E*, et tout a € R,.

b. Montrer que T*(f + g) = T*(f) + T*(g), pour tous f,g € E*.

{Indication : On pourra remarquer que, si 0 < h < f+g,0on a h = by + hy, avec
hi(z) = min(k(z), f(z)), Vz € [0,1].]

Questio'n I 4. Soit T : E — R une application linéaire. On suppose que T*(f) < +o0
pour tout f € E* (on définit donc T* sur E tout entier).
a. Montrer que Tt est une application linéaire positive de F dans IR.

b. On définit T~ sur E par T~ = T* — T. Montrer que T~ est une application linéaire
positive de E dans R.

c. En déduire que T est oo-continue et peut s’exprimer comme la diflérence de deux
applications linéaires positives.

Définition 2 Soit ¢ € E. On définit T, de E dans IR par :

T,() = [ ple)f(@)dz, VS € E

Question I 5. Soit ¢ € E. Montrer que T, est co-continue. Montrer que T, ¢st positive
si et seulement si ¢ > 0.

Question I 6. Soit p € E.

a. Soit f € E*. Montrer que T} (f) < T +(f).
- b. Soit f € E*. Montrer que T} (f) > T+ (f).
At
[Indication : On pourra remarquer, en le justifiant, que 2, définie par , () = T—(:—))f%,
wr a

pour tout r € [0, 1], converge uniformément vers ¢t quand n — +oo.]
¢. Montrer que TH( ) = T +(f). pour tout f € E.

Partie I1 Troncature d'unc application linéaire continue.

Soit T : E — IR une application linéaire ct soit 1 < p < +o0o0. On dit que 1" est p-continue si :

M 205 IT(f)] < Mf ], VS € E.

Question II 1. Soient p,q tels que 1 <p < g < +ooct f € £. Montrer que :

f(z)P < H=)] + 8, Yz e[0,1], V6> 0.

Sa-»r

En choisissant convenablement é (ce choix est indépendant de z, mais dépendant de f),
en déduire que :

1l < @)1 e
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Question II 2. Soient p,q telsque 1 < p < ¢ < +oo, et T : E — IR une application
linéaire. Montrer que si T est p-continue alors T est g-continue (distinguer les cas ¢ < +o00
et ¢ = +00).

Question II 3. Soient p,qtels que 1 < p < q < +oo, et ¢:]0,1] — IR,. On suppose

1
que ¢ est continue et que / (cp(x))TEde est convergente.
)

1

a. Montrer que pour tout f € E, / (z) f(z)dz est convergente.
0

On définit T : £ — IR par:

T() = [ o()(z)dz, ¥f € E.

b. Montrer que |p(z)f(z)] < [(f())I + (c,o(x))’fz_‘, pour tout z €]0,1]. En déduire que
T cst g-continue.

1 -
c. En prenant ¢ de la forme ¢(z) = l———a-, avec a > 0 convenablement choisi, donner un
z

exemple d'application T : £ — R lincaire g-continue et non p-continue.

Question IT 4. Soit p tel que 1 < p < +o0o. Donner un exemple d’application T:E—-1IR
linéaire oco-continue et non p-continue.

Question II 5. Soient 1 < ¢ < oo et T : E — IR une application linéaire positive
g-continue.

Soit n € IN, on définit T}, : £ — R par :

Tofy= _inf  (T(g)+nlf —glh), ¥f€E",

y€E.0<y< S

TAN=T.(*)-Tu(f7). YfeE.

a. Montrer que :

0 < To(f) S Tana(f) ST(f), ¥n € N, VS € E*,

(0.1)
Pour tout n € IN, T, est une application linéaire de E dans R, (0.2
Pour tout n € N, T, est 1-continue. (0.3)

Indication : Po ’ i
| ur montrer I’assertion 0.2, on pourra commencer par montrer que pour

tous fi, f2 € E¥To(fi + f2) = Tu(f1) + Tu(f2) ]

b. Soit f € E*. Montrer que, pour tout n € N, il existe g, € E telle que 0 < gn < fet
Ta(f) S T(gn) + n||f = gulls S Tu(f) + %. Montrer que ||f — gnll¢ — 0. o
[Indication : On pourra commencer par remarquer que ||f — g,|l; — 0.]

En déduire que T,,(f) — T(f), quand n — +oo.
c. Montrer que :

To(f) = T(f), quand n — +co, VfeE.
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Question II 6. Soient 1 < ¢ < +oo et T : E — IR une application linéaire g-continue.
Montrer (en utilisant la partie I ) qu’il existe (Ty)nen, suite d’applications linéaires 1-

continues, telle que T,(f) — T'(f), quand n — +oo, pour tout f € E.

Question II 7. On définit T : E — R par T(f) = f(0), Vf € E.

Montrer que T est linéaire co-continue. Soit S : E — IR linéaire 1-continue et telle que
0 < S(f) < T(f), pour tout f € E*, montrer que S = 0. En déduire qu'il n’existe pas
de suite (T )nen d’applications linéaires de E dans R vérifiant 0.1, 0.2, 0.3, 0.4.

Partie 111 Convergence dominée.
Soit T : ' — R une application linéaire positive.

Question III 1. Soient (f,)nen C E et f € E telles que Sa+1 2 fo, pour tout n € IN, ct
n-]-ioToo fa(z) = f(z), pour tout z € [0,1].

Montrer que f, tend vers f uniformément sur [0,1].

[Indication : Soit € > 0, on pourra introduire, pour n € IN, O, = {r € 10,1]; f(2) -
Ju(z) < €} et utiliser la compacité de [0, 1].]

En déduire que T'(f,) = T(f), quand n — +oo0.

Question III 2. Soient (fu)aen C E et g € E telles que fny > f,, pour tout n € IN, et
9(z) < _lim_fa(z) (€ R U {+c0}), pour tout z € [0, 1]

Montrer que T'(g) < "ETOO T(fa)-

Soit f :[0,1] = R U {400}, on dit que f € A* s’il existe (fn)nen C E telle que :
fn+1 Z fm pour tout n € IN,

"ETOO fa(z) = f(z), pour tout z € [0, 1]
etn_l_i.r"r’loo T(fn) < +oo.

Question IH 3. Soit f € A*, montrer que sup (T(g)) < +oo.
g€k, g<f

On définit T sur A par T(f) = esEupq(T(g)) (noter que ceci est compatible avec la
geL,gs

définition de T sur E. Noter aussi que si f,g € A*, alors : f29=T(f) 2T(9)).

Question III 4. (“Convergence croissante.”)
Soient (fo)nen C At et f:[0,1] - RU {+00} telles que :

fn+1 2 fm pour tout n € ]N.a

lim f.(z) = f(z), pour tout z € [0,1]

n—+00

et im T(f,) < +oo.

Montrer que f € A* et T(f) = lim T(f,).

n—+00
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[Indication : Considérer g, = Oiup (fpm), avec, pour tout n € IN, (fp.n)pen C E telle que
fo+1.m = fon, pour tout p € N, -l:nllw fom(z) = fo(z), pour tout z € [0,1].]

Question III 5. (“Convergence décroissante.”)
Soient (fp)nen C At et f € E telles que :

fn+l S fm pour tout n € ]Ns

et lir+n fa(z) = f(z), pour tout r € [0,1].
n~—+0o
Montrer que T(f) = n-l-ior-Pco T(fu)-

[Indication : On pourra montrer que, pour tout € > 0 ct p(mr tout n € IN, il existe
ha € A* telle que by > fo = fupr et T(ha) S T(fu) = T(farr) + 5.

que Y en ha(z) = folz) — f(z), pour tout z € [0,1], et en utilisant la question 11 4,
montrer que T'(f) > nli‘xllm T(fa).]

Puis, en remarquant

Question III 6. (“Convergence dominée.”)

Soient (g.)nen C £ et g € E telles que :

L. gn(z) — g(z), quand n — +oo, pour tout r € [0, 1].
2. |ga(z)] < 1, pour tout = € [0,1] et pour tout n € IN.
Montrer que T'(g) = nl—iol-Poo T(g.).

{Indication : On pourra utiliser la question II1 5 avec f,, = supy,

- ’i)gigp et remarquer
que g — gn _<_ fn ct gn — g S fn]

p2n

Question IIT 7. (Exemple.) En choisissant convenablement 7', montrer le résultat
suivant :

Soient (fn)nen C E et f € E telles que :

L. fa(z) — f(z), quand n — 400, pour tout z € [0, 1].
2. |falz )l < 1, pour tout = € [0,1] et pour tout n € IN.

alors / fa(z)dz —-»/ f(z)dz, quand n — +o0.

Donner un contre exemple a ce résultat si la deuxieéme hypothese n’est pas vérifiée.

Question III 8. Montrer que le résultat de la question 111 6 est encore vraj si Phypothese
“T positive” est remplacée par “T co-continue”.



