MP1 / MP2 Devoir libre 7 - Corrigé 2022 - 2023

Partie | - Etude d’un endomorphisme de polynémes

1. Soit P un polynoéme de degré au plus n, ¢(P) est un polynéme. De plus :
— Si P est de degré d < n alors P’ est de degré au plus d — 1. On en déduit que

deg(X(1-X)P) <24 (d—1)=d+1<n et deg(XP)=d+1<n

Finalement deg(p(P)) < n.
— Si P est de degré n, en posant P = aX™ + @ ou deg(Q)) < n, on obtient que

o(P) = —aX" 4 aX" 4+ aX" + p(Q) = aX" + ¢(Q)

En réutilisant ce qui précede, on obtient que deg(¢(P)) < n.
2. Soit k € [0,n],
1

k
p(XF) = —X (1= X)X 4 X =

(kX* 4+ (n — k) X"

On en déduit que la matrice de ¢ dans la base # est
1
Mats(p) =~ 0 n—1

3. a) Avec les notations de 1’énoncé
/

<l

B — X —q;
=1
b) Soit P un polynéme non nul et A € C,

P’ A—X
¢(P) = AP <= X(1-X)P'+nXP =n\P < X(1-X)P'=n(A\-X)P — 5= —;(((1 — X))

¢) Procédons par analyse-synthese.

— Analyse : Soit A une valeur propre et P un vecteur propre (non nul) associé. D’apres la
question précédente 5, = M En effectuant un décomposition en éléments simples
P OX(X-1)
sur le deuxieme membre de cette égalité on obtient
Pron(X =) n(l-2) +n_)\
P X(X-1) X -1 X

D’apres la question 3.a) les coefficients qui apparaissent dans cette décomposition en élé-
ments simples sont des entiers naturels (ce sont les multiplicités des racines). On en déduit
que nécessairement nA € N et n(1 — A) € N ce qui implique que A € {% ; k€ |0, n]]}

De plus, pour k € [0,n], les vecteurs propres associées a \ = % sont de la forme

P=aX"(X —-1)""
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— Synthése : Soit k € [0,n], on pose P = X*¥(X — 1)"*. D’apres 3.a),
Pk n—k nX —k n(A—X)

POXTXI XX D) X(1—X)
ou A= % On en déduit par 3.b) que P est un vecteur propre associé a la valeur propre .

En conclusion, Sp(¢) = {£; k € [0,n]} (ce que l'on pouvait voir directement sur la matrice
de ¢ obtenue a la question 2)) et pour tout k € [0, n],

E%(gp) = Vect(X*(X — 1)"F)

4. D’apres ce qui précede, ¢ est un endomorphisme de C,[X] qui est de dimension n+ 1. [l an + 1
valeurs propres deux a deux distinctes, on en déduit que ¢ est diagonalisable.

Partie Il - Etude d’une suite de variables aléatoires

5. a) La variable aléatoire Z, ne peut prendre que deux valeurs 0 et 1. On a donc Z»(Q2) C {0,1}.
De plus I'événement (Z, = 0) correspond au fait que l'on tire au deuxieéme tirage la méme
boule qu’au premier tirage. On en déduit que P(Zy, = 0) = %

Plus rigoureusement,

(Z:=0) = (X1 = Xp) = [ J(X1 = i) n (X = 4)

i=1
On en déduit par indépendance des variables X; que

n

- . N . . 1
P(Zy=0)=Y P(X;1=i)N(Xy=i))=> P(X;=i)x P(Xpy=1i))=>» — = -
i=1 i=1 i=1
De plus, P(Z, =1) =1— P(Z, =0) = =1,
b) Soit k € N* et j € [1,k]. Sous I'hypotheése que I'événement (Y = j) est réalisé, la variable
aléatoire Zj11 vaudra 1 si le k + 1-éme tirage apporte une des n — j boules qui n’a pas encore
été tirée. Cest-a-dire Py,—j)(Zpy1 = 1) = =2

La encore, si on veut un rédaction plus rigoureuse, on note A; I'ensemble des k-uplets (o, . . ., ax)
d’éléments de [1,n] tels que Card{ay,...,ax} = j. On a alors

P(Zra=1)N (Ve = j))
P(Y: =7)

Py=j(Zrs1 =1) =
Or

V== U [N&i=a)

On en déduit, comme ci-dessus,

De plus

(Zr=1)nVi=j= |J U (ﬂ(Xi = ;) N (Xp1 = 5))
ar}

(a1,...,ar)€A; BElat,..., =1
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La encore, en utilisant que les variables X; sont indépendantes on obtient que

P(Zepn=1)NnM=4)= > > n:H:n;j 2 %

(a1,....ap)€A; B¢{au,...,op} (a1,..,0k)EA;

Finalement, en faisant le quotient, Py, —j)(Zp41 = 1) = "n;J
On utilise alors la formule des probabilités totales en utilisant le systeme complet d’événements

(Ye = J)i<jer

k
P(Zry=1) = Y P(Yi=j)x Py—j)(Zrs1 = 1)
j=1

A n
7j=1
k Lt
= 2 PMi=j)= > iP(i=1)
7j=1 7=1
=1 1E(Y)
— —B(Y;

k
Soit £ € N*. On remarque que Y = Z Z;. Par linéarité de I'espérance,

E(Yy)=E (izj) :iE(ZJ) :ip(zj =1)

La derniere égalité vient du fait que Z; est une variable de Bernoulli qui ne prend que les
valeurs 0 et 1. La formule de la question précédente devient alors :

k
1
PZ,1=1)=1—— P(Z, =1).
(k—l—l ) n; (] )

k-1
Montrons par récurrence forte sur k € N* que : P(Z, =1) = (1 — —> .

1\©
— I|: Pour k=1, P(Z1=1)=1= <1 - —> par définition.
n
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6. a)

7j—1
— : Soit k& € N*, on suppose que pour tout j < k, P(Z; =1) = (1 — —) . On a alors

P(Zi=1) = 1- -3 P(z,=1)

nj:l
k —1
1 1\’
= 1—-= 1—- =
>(i-1)
7j=1
1 k
I—(1-=
()
= 1-=

n

1ﬂn)znﬂ—P@@H:1”:n<l_(1_1)3

1\ k1
— : par récurrence forte, pour tout k € N*, P(Z;, =1) = (1 — —) .

Sik>1,

n

Sik=0,Yy=0et donc E(Yy) = 0. La formule ci-dessus reste vraie.

Par définition de Yy, Gy = 1.

On voit que la variable Y; prend la valeur 1 de manieére certaine donc G; = X.

La variable Y5 prend ses valeurs dans {1,2}, de plus P(Ys = 2) = P(Z, = 1) = 1. On en
déduit que P(Yo =1) = L et donc Gy = X + =1 X2

Soit k dans N et ¢ dans [0, n]. On utilise le systéme complet d’événements ((Yi = j)o<j<n). La
formule des probabilités totales donne alors :

P(Yi1 = i) = ZP((% = )N (Ve =19))

On remarque alors que si j ¢ {i,i—1}, P((Yss1 = i) N (Yx = j)) = 0 car le nombre de numéros
différents ne peut augmenter que de 0 ou 1 lors du k + 1-eme tirage.

De plus, d’apres la question 5)b),

P((Yior =) N (V=i = 1) = P((Zen = )N (=i~ 1)) = "= D py =i 1)
et
P((Yier = 0) N (Vi =) = P(Yi = 1) = P((Ziys = DN (Y = 1) = (1= ——)P(Yi = i)

Finalement,

1 —1
n

3

Pmmzwzimn=w+0— )anrﬁl

4/6



c) Soit k € N,
Grn = Y P(Yi =i)X'
=0
" [ , i—1 , .
i—0 n n

1 n' N\ v = i N yitl
= E;ZJD()fk—z))( +ZO<1_5> P(Y, =X

1 & . , B ,
= =) P =X = X"+ ) PV =i)X"!
P (Yi = 4)( )+'_ (Y =1)

1=0

1
= ZX(1-X)G,+ XG,
n

d) On vient de voir que pour tout k& € N, Gx11 = ¢(Gg). On en déduit, pour tout k dans N,
Gr = ©*(Gy) par une récurrence immédiate.

7. a) Soit k dans N.

n

Gr(1) = anp(yk =i)l'=) P(Yp=i)=1

1=0
De méme,
G (1) =D iP(V =i)I'"' =Y " iP(V; = i) = E(Y;)
=0 =0

b) Soit £ € N. On dérive la relation obtenue en 6.c)
1 1
1 = 5(1 —2X)Gy + EX(l - X)Gy + G+ XG,

On évalue en 1 )
(1) = —EGk(l) +0+Gr(1) + G (1)

En utilisant les relations de la question précédente,

EYe) = (1 - 1) E(Ye) + 1.

n

c) La suite (F(Yx))ken est une suite arithmético-géométrique. On pose 7 tel que

1
7:<1——>’y+1
n

c’est-a~dire v = n. La suite (uy)gen définie par up = E(Y)) — n est alors géométrique de raison
1-— % Comme uy = —n, on obtient que pour tout entier &,

uk:—n(l—%)k
E(Yk):n—n(l—%)k:n<1—(1—%)k>
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8. Pour tout j de [0,n] on pose P; = XJ(1 — X)),
a) En utilisant la formule du binéme de Newton :

> (".)Pj -y (”.)Xj(l — X" = (X 4 (1 - X)" = 1= G

=0 \J =0 \J

b) Soit j dans [0,n] :

I 0 IR ) R

en posant i = k + j.

¢) Soit k dans N, on veut calculer ©*(Gy). On a vu dans la partie I que (Py,..., P,) était une
base de vecteurs propres pour ¢ de C,[X]. On décompose donc

w0

J=0

=3 (e -3 (5) (2)

J Jj=0

Par linéarité,

En utilisant finalement la formule de la question précédente :
n N (- n— o
2@ = S 0)6) (S0
06 o)
— n

= y
- (206
=0 j J t ‘7
d) Soit k € N. Par définition de G}, = ¢©*(Gy), on en déduit que pour tout i de [0,n] :

_ Z >
-5 @ e

(?) (?—_ }7) - j!(nnij)! i —<?>!_<%Z)i ol z’!<nni il j!(z‘z1 N (n) (])

On en déduit

Or
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