MP1 / MP2 Devoir surveillé 3 - Corrigé 2022 - 2023

1. a)
b)
2. a)
b)
c)
d)

Partie |

Soit p € N pour N entier naturel tel que N > p,

N N N N p+N P p+N
D unlp) =D en) = pn+p) =Y on)— Y wn)= emn)— Y @)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=p+1 n=1 n=N-+1
P p+N 4
Comme p est fixé, >  ¢(n) est une constante. De plus > ¢(n) = > @(n+ N) est une
n=1 n=N-+1 n=1
somme finie de p+ N — (N + 1) + 1 = p termes qui tendent tous vers 0 quand N tend vers
N P
+00 car @ est limite nulle en +o0o0. Cela montre que NliIE > un(p) = Z o(n).
—+00 n=1 —
+o0 p
Par définition, la série ) u,(p) est convergente et | Y u,(p) = Z o(n) |
n>1 n=1 n=1

La fonction 2 — x + n est croissante sur R™ & valeurs dans [n, +0o[C [1, +o00[, intervalle sur
lequel ¢ est décroissante, donc z — @(x+n) est décroissante sur R et ainsi © — —p(x+n)
est croissante sur RT.

Ainsi l'application * — wu,(x) est croissante sur [0,+oo[; elle y est positive car ¢ étant
décroissante, u,(xr) = ¢(n) — p(n+x) > 0.

Et donc : Vo € [0, pl, [un(2)] = un(z) < un(p), et finalement, ||| [oo,j0,,) = Un(p) |

On en déduit que la série Y |[un |0 j0,p) €St convergente. Cela montre que la série de fonctions

n>1

> u, converge normalement sur [0, p] |
n=1

Pour tout entier naturel n, la fonction w,, est continue sur [0, 400 de plus la série de fonctions

> u, converge normalement donc uniformément sur tout segment de la forme [0, p] avec p € N.
n>1

On en déduit que la somme | U est continue sur [0, 400 |.

Soit x > 0,
Uz+1)-U(x) = Zg@ pn+z+1) Z(p o(n + x)
= NE@@Z@D pn+x+1) = (p(n) — p(n + )

Comme lim o(N+z+1)=0,|U(x+1)—-U(z) =¢(x+1)

N—+oc0




3. Comme U est une somme (infinie) de fonctions croissantes, elle est croissante. En effet pour z,y

4. a) Soit z >0, g(x + 1)

dans |0, +o00[ avec z < y et pour tout n € N*, u,,(x) < u,(y). On en déduit que

= un(@) <Y unly) = U

La fonction U est bien croissante. De plus, ¢ étant décroissante, —p est croissante. On en déduit
que ‘ fo est croissante ‘

La fonction ’ fo est continue‘ en tant que somme de fonctions continues.
Enfin, pour x > 0, fo(x+1)— fo(z) = ¢(z) —p(x+1)+U(x+1)-U(z) =
Finalement fy(1) =X — (1) + U(1) = A — ¢(1) + ¢(1) par 1) b), donc
Le résultat est acquis.

ox)—p(x+1)+p(z+1).
fo(1) =

—g(x) = flx+1) = f(x) = (folz + 1) = folz)) =
©), et fo également par 3), donc g est 1-périodique.

p(x) — p(x) =0 car f
vérifie S(\,

b) Soit p un entier naturel non nul. Comme f vérifie S(\, ), : Vn € N*, f(n+1) — f(n) = ¢(n);
onsommeden=1lan=p—1
p—1 p p—1 p—1
> (fln+1) - Zf f(n)=fp) = f1) = f(0) = A= e(n)
n=1 n=1 n=1
p—1
Dou|f(p) = A+ > w(n) = fo(p) | car fy vérifie les mémes propriétés que f.
n=1
c) Soit x €]0,1]. Soit p € N*.
Comme g est 1—périodique, g(z) = g(z+p.1) = g(z+p) = f(z+p)—fo(z) < f(p+1)—fo(p+1)

car : p<p+ax <p+1, f est croissante et — fy est décroissante.

Par 4.b), f(p+1) — fo(p) = ()\ + 21 cp(n)) — ()\ + 2@(71)) = ¢(p) et donc le résultat est

acquis.
Ona —g(z) = —g(z+p) = folr+p) — f(x); comme f et fy vérifient les mémes propriétés, on
peut appliquer le résultat ci-dessus, et donc —g(z) < ¢(p). On en déduit —p(p) < g(x).

Soit = €]0, 1] fixé et p € N*, |g(x)]
On faire tendre p vers +o00 & « fixé pour obtenir que |g(z)|

< ¢(p) d’apres la question précédente.

<0, d’ou g(x) = 0.

La fonction g est donc nulle sur |0, 1]|.

Soit x €]0, 4+o00[, on note [z] sa partie entieére supérieure. On a donc x — [z] €] — 1, 0] et donc

r+1—[x]

La fonction

€]0, 1]. Par 1-périodicité de g,

gle)=g(@+1-[z])=0

g est bien identiquement nulle sur |0, +oof|.

Partie Il

5. La fonction U est continue sur [0, +o0o[ donc admet une primitive F de classe €™ sur cet intervalle

par le théoreme fondamental de I’analyse.

On a pour tout z > 0, 6(z) = Y(z+1)— F(x+1)+ F(x). Donc § est de classe ¢! par les théorémes
sur les composées, sommes et différences de fonctions de classe €.
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On a pour tout x > 0,

d’apres la question 2.d). On en déduit que | est constante sur [0, +o00]|.

6. a)

d(x)=y(x+1)—Ulx+1)+U(x)=¢'(x+1)—px+1)=0

La fonction g, est continue donc elle admet une unique primitive G, telle que G, (1) = p.
Par le théoreme fondamental de I’analyse, pour tout x > 0,

Gula) =+ [ gu(0dt =3+ [ =0/ O+ U@ = Nt a =)= o) w0} + [ V(o
Soit £ > 0
Guli +1) = Gule) = =0l + )+ 0y + [ U0t = et 60) — o0

On sait par definition que G,(1) = X\. Comme ¢ est constante de valeur 6(0), G, est solution

1
de S(A, ) si et seulement si pn — 6(0) = 0. On pose donc |y = (1) — / Ul
0

7. Soit x >0

a)

8. a)

On vient de voir que la fonction G, vérifie S(A, ) et que sa dérivée g, est croissante. Comme
de plus g, est continue, G, est de classe €.

Réciproquement, soit G' une fonction de classe €, a dérivée croissante et vérifiant S(\, ).
Alors, G’ vérifie G'(x + 1) — G'(x) = ¢(x) donc vérifie S(u, ¢) avec p = G'(1).

De plus G’ croit. Ainsi G’ = g, d’apres la partie I. Enfin, G est la primitive de G’ valant A en
1. Donc G = G,,.

D’apres la question précédente, p = p et donc G = G-

fi(r) = Golo)
= Atz — 1) — ($(x) — ¥(1) + / U(t)dt

=+ (v [0) @-v- @@ -vap+ [v- [0

_ )\+a:<zp(1)—/01U) —w(x)Jr/OxU

Soit & > 0 D’apres la question 2.b), la série de fonctions continues » | u,, converge normalement
n>1

donc uniformément sur [0, 2] C [0, p] ot p = [x].
On peut donc intégrer terme a terme :

Ju= g

De plus, / Up = 2’ (n) — /z Y (n+t)dt =z’ (n) —w(n+z)+1(n) car t — P(n+t) est de
0

0
classe €* sur [0, 1].

On obtient bien que /OI U= Z z)'(n) —Y(n+x)+¥(n)|.
n=1
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9.

10.

11.

b) Soit z >0

filz) = po—¢'(x) +U(z)

— B - ) + fj W+ 1) — b(n) — ¥/ + 2)
On a aussi
fi#) = A () +ab(1) - xiwm pn+ 1) + ()] + i[w%n) "
A () (1) + i[—an) g+ 1) () + ) — bt 2) + ()]
= A=) o) + gmwm F1) = 9(n) — 90 +2) + Y]]
Partie Il

On voit que
1 1 1 1 1
——In{l+—-)=—-— — | =0|—=
n n( +n) 2n2+0<n2> (nQ)

On en déduit que la série > (% —1In(1+ %)) converge absolument ; elle est donc convergente.
n>1

Remarquons que, puisque exp et In sont de classe €™, les conditions de ’énoncé sont équivalentes
A Inol de classe ¢ et

Ve >0, n(I'(z+1)) —In(I'(z)) =lnx

In(I'(1)) =0

(InoI') croissante

Posant ¢ = In, la fonction ¢ est de classe €' et & dérivée = % décroissante. Comme de plus

lim % = 0, il existe donc une unique fonction f; dérivable a dérivée croissante vérifiant S(0, In)
r—r+00
d’apres la question 7.a).
Finalement, on a I'existence et I'unicité de la fonction I'" de ’énoncé, en posant I' = exp of.

D’apres la question 9), on a pour tout z > 0 :

In(I'(z)) = 0+zlnl—Inz+ i (Inn —In(n +z) + z(ln(n + 1) —Inn)) (%)

n=1

= —lnx+i <—ln<1+%> + xIn (14—%))
n=1

_ln(1+%>+x1n(1+%>:—ln(l—i—%)—i—%—i—x(ln(l—l—%)—%)

4/7



Les séries de termes généraux —In(1 + £) + zIn(1+ 2) et In(1+ ) — L convergent donc celle de
terme général —In(1 + %) 4 £ converge également. Ainsi :

o0

In(I'(z)) = —1nx+a:§:<1n(1+%)_%)+Z<_m<1+%)+%>
— e (n(1+5) - 2)

n=1

= —lnx—v.x—i <ln <1+ %) e_%>

n=1

Par continuité de la fonction exponentielle, on a donc :

1
m = eXp(— lnF(:U))
al x
— vz ; i
= zxe exp]\}gr(l)o(g_lan—l—n)e )
al x
= 2" i E e w
xe ]\}I_I}(l)oeXp( ln(l—i—n)e )

n=1
al x
= zxe’ lim (1 + —) e n
N—oo o n
Reprenons la formule (x) :
N
In(l'(x)) = —Inz+ lim Z (Inn —In(n +2) + z(In(n+ 1) — Inn))

N—o0 !

N
= — 1 1 —
ln:c—i—]\}l_r)réo (hl(N.) len(n—l—x) + zIn(N + 1))

= lim (ln(N!) - Zln(n + )+ In(N + 1))

N—oo
n=0

Par continuité de I’exponentielle, on en déduit :

) = Jim VD
N—o0 1;[0(1;+n)

D’ou le résultat demandé en remarquant que :

(N+1)* ~ N*

N—00
12. a) Posant v,(z) =In(n+z) —Inn — £ (pourn > let x >0), ona v, () = 5 — + = s
Soit a €]0, +oo.
Pour tout z € [0, al, |v;,(7)| < %, donc la série ) v;, converge normalement sur [0, a]
n>1
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Comme les fOHCtiOHS Un sont de classe 6 1 sur (0 +o00| et que la SéI’ie de fODCtiOHS v, converge
)
n=1

o
sur [0, +o00[, sa somme est de classe €' sur [0, +oo[ et sa dérivée est z — > v ().

n=1
De plus In est ! sur ]0, +oo[ ainsi que x +— .
Donc InoT est de classe € sur ]0, +oo[ et pour tout z > 0,
1 =~ 1
Inol)(z) = —— — -
(Inol)(z) = —— -7 +2 )
—1
b) Pour tout n > 1, v, est de classe € sur [0, +o00| et pour z > 0, v/!(x) = — e +x) . En particulier,

||Un”oo: n_12

La série de terme général v converge normalement sur |0, +-o00] et les v/, sont de classe €. On
en déduit que In ol est de classe € et que pour tout x > 0,

o o0 1
(IDOFN = +; n—i—x :;m

13.  Avec les notations de I’énoncé, pour z > 0 et t > 0,
ho(x,t) =t 'e ™" hy(z, t) = (Int)t* e " et hy(x,t) = (Int)*t" e

On remarque alors que

hy(z,t) = \/ho(z,t)\/ho(z,t) Int
d’ou par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(/ab hl(x,t)dt) < (/ab \/m2dt) (/ab \/WQ(lnt)2dt) = (/ab ho(x,t)dt) (/ab hg(x,t)dt)

En faisant tendre a vers 07 et b vers +o0o (toutes les intégrables convergent), on obtient que
H'(x)* < H(z)H"(x).
Comme (H'/H) = H”H—H on en déduit que (H‘/H) > 0 c¢’est-a-dire que (H'/H) croit.

2

+oo
14. On voit que H(1) = / e 'dt = 1, et pour tout « > 0, par intégration par parties,
0

+00 +0oo
H(z+1)= / tre tdt = [—e ") F — / —e tot"ldt = vH(x)
0 0

car le crochet converge et vaut 0.
D’apres l'unicité prouvée a la question 10), H =T.

15. On considere la fonction Z définie sur |0, +oo[ par

Z:xH%H(%)H(x—;l)

On va montrer que Z = H en montrant que Z vérifie encore les conditions de la question 10.

Pour commencer

Z(1) = %H (%) H(1) = H(1) =1

2
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z@+¢)::fiéﬂ(x;1)ﬂ(x;2)
- ﬁéf¥céﬂ)ﬂ 2+ )
= gt ()5 )
= xZ(x)

Pour finir, pour z > 0,

1 1
In(Z(x)) = zln(2) — lnoH (5) +InoH (g) +InoH (x; )
En dérivant, on obtient que

Z'(z) 1H /x 1H [z+1
—1“<2>+§ﬁ(§>+5ﬁ( 2 )

Z/
Cela montre que %

Par unicité, Z = H.

est croissante comme somme de fonctions croissantes.
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