MP1 / MP2 Devoir surveillé 3 2022 - 2023

L utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

Ce probléeme a pour objectif I’étude des fonctions f :)0, +oo[— R vérifiant les relations

SO ) : { ;9(61)6]2, A+o<>[, Fa+1) = f(z) = ola)

ot A est un réel donné et ¢ :J0, +00[— R une fonction continue donnée.
Partie |

On suppose dans cette partie que ¢ est continue et décroissante sur ]0, 00| et que 11111 o(x) = 0.
Tr—r+00

Pour tout n € N*, on définit I'application w, : [0, +00[— R par :

V€ [0, +oo[, un(z) = ¢(n) —p(n+ )
N
1. a) Soit p € N, pour N entier naturel tel que N > p, calculer > wu,(p).

n=1

b) En déduire que la série » u,(p) est convergente et donner sa somme.
n>1

2. a) Préciser les variations de I'application & — u,(x) sur [0, +o00].
En déduire ||ty|o0,0p POUr tout p € N.

b) En déduire que la série de fonctions ) w, converge normalement sur [0, p|.

n=>1
Ainsi la série de fonctions ) u, converge simplement sur [0, +o00[. On note U sa fonction somme :
>1
+oon
Vo € [0, 400, U(x) = > un().
n=1

c) Montrer que U est continue sur [0, 4o00.
d) Calculer, pour tout z > 0, U(z + 1) — U(z).

3. On pose pour tout > 0, fo(z) = X — ¢(z) + U(x).
Montrer que fj est croissante et continue sur |0, +oo[ et qu’elle vérifie S(A, ).

4. Soit f une fonction croissante sur |0, +o00] et vérifiant S(A, ). On pose g = f — fo.

a) Montrer que g est 1-périodique.

b) Soit p un entier naturel non nul.
Calculer f(p) en fonction de A, de ¢(1),...,o(p — 1). Que vaut fy(p)?

c) Soit x €]0,1]. Soit p € N*. En observant que g(z) = g(z + p), montrer que g(z) < ¢(p).
On pourra utiliser la croissance de [ et celle de fy.
Montrer de méme que —¢(p) < g(x).

d) En déduire que g est identiquement nulle sur |0, 1], puis sur |0, +oo.

On a donc montré qu'il existait une unique fonction croissante vérifiant S(A, ) ; c’est la fonction
fo qui est alors continue.
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Partie Il

Soit 9 : |0, +oo[— R, de classe € sur |0, +-00], telle que :
Y’ est décroissante sur |0, +00| et lir}ra Y'(x) = 0. On pose p = 1)/,
T—+00

Soit p un réel donné.
On note g, l'unique fonction croissante et continue sur ]0,+oo| vérifiant S(u, ), c’est-a-dire

S, ")
On a donc : Vo >0, g,(x) =p—4¢'(z) + U(x) ou U : . — JFZO:OW(TL) —'(n+ ).

Prouver que la fonction 6 : x+—— ¢(x +1) — f;“ U(t)dt est de classe €' sur [0, +oo.
Calculer ¢ et en déduire que 0 est constante sur [0, +o00.

Soit G, 'unique primitive de g, sur |0, +oo] telle que G, (1) = .

a) Justifier 'existence de G, et exprimer G, (z) sous forme intégrale pour tout = > 0.
b) Calculer G, (xz + 1) — G,(z) pour tout > 0 : on fera intervenir la fonction 6.

c) Montrer qu'il existe une unique valeur de p telle que G, soit solution de S(A, ).
On note pg cette unique valeur de p. Exprimer g en fonction de (1) et d’une intégrale.

. a) Montrer qu'il existe une unique fonction f; de 0, +oo[ vers R de classe € telle que

Ve >0, filx +1)— fi(z) =¢(x)
fi(l)y=A
f1 est croissante sur ]0, +o00[

b) Exprimer, pour tout x > 0, fi(z) a l'aide de A, (1 / U(t)dt et / U(t

. a) Montrer que pour tout x > 0,

—+00

/Ox Ut)dt =" (a0 (n) = w(n + )+ (n))

n=1

b) En déduire que pour tout z > 0,

filw) = +Z( bln+1) = b(n) = ¥/(n + )

et
fil@) = A+ zu(1) +Z( —(n+2) +2(@(n+ 1) = p(n) )
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Partie 11l
9. Montrer que la série ) = —In(1+ %) converge. On note v sa somme.
n=>1

10. Montrer qu’il existe une unique fonction I' : |0, +00[—]0, +o00[ de classe € et vérifiant les relations :

Ve >0, I'(z+1) =2l(x)
ra=1

/
T est croissante sur |0, +o0o[

11. Etablir pour tout z > 0 les relations suivantes :

x

(@) = o= - Som((1+ D)

n=1
1 N T
[ T “Ne n
M) "¢ NETOOHOJ%)&
NZN!|
[(x) = lim
N—+oco
[](z+n)
n=0

12. a) Donner la valeur de la dérivée de In oI’ sous forme d’une somme de série.

b) Prouver que la fonction InoT est de classe € sur |0, +oo| et donner la valeur de sa dérivée
seconde sous forme d’une somme de série.

13. On considere la fonction H définie sur ]0, 400 par
+oo
H:x— / t*letdt
0
On admettra que H est de classe € sur |0, +oo[ et que pour tout k£ € N et tout = > 0,

+o0o
H® (1) = / hy(x, t)dt
0

ol pour tout ¢ > 0, hy(z,t) est la valeur en z de la derivée k-ieme de z — t*te™".

a) Soient a,b € R tels que 0 < a < b et x €0, +0o0].

Montrer que
(/ hl(q:,t)dt)Qg (/ ho(x,t)dt) (/ hz(:c,t)dt>

a a a
!/
En déduire que I est croissante sur |0, 400].

b) Montrer que H =T

¢) En déduire que pour tout z € R¥,




