MP2 Théoreme de la double limite 2022 - 2023

Soit A C R. On considére une suite de fonctions ( f,,) définies de A dans K et f € .% (A, K). Soit a un point
adhérent a A. On suppose que

i) Pour tout entier n, f; admet une limite finie £, € K en a sur A.
ii) La suite (f;) converge uniformément vers f.
On veut montrer que la suite (#,) admet une limite finie ¢ et que lim f(x) = ¢.
On se fixe pour les questions 1. et 2. un réel strictement positif s.x_)a
1. (a) Justifier qu’il existe N; € N tel que pour n > Ny, f, — f est bornée et ||f; — f]l« < €.
(b) Soit n et p sont deux entiers supérieurs a N;. Montrer que ||f; — f;|| < 2¢ puis que |6, — £, < 2e.

(c) Montrer que la suite (#,) est bornée et en déduire que 'on peut en extraire une sous-suite conver-
gente.

On note (£,(n)) une suite extraite de (£,) convergente et on note « sa limite
2. (a) Justifier qu’il existe N, > Nj tel que pour n > Ny, sin € ¢(N) alors |4, — a| < e.
(b) En déduire que pour n > Ny, |, — a| < 3e.
(c) Montrer que (#,) converge.

3. En s’inspirant du théoréme de continuité d’une limite uniforme, montrer que lim f(x) = lim(#,).
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