
MP2 Exercice [479] 2022 – 2023

Soit 𝐴 =
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∈ M3(R).

On note 𝑓 l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est 𝑓 .

1. Montrer que le polynôme caractéristique de 𝐴 divise tous les polynômes annulateurs de 𝐴.

2. Montrer que R[𝐴] = {𝑃 (𝐴)/𝑃 ∈ R[𝑋 ]} est de dimension finie et en trouver une base explicite.

3. Montrer que l’ensemble des matrices qui commutent avec 𝐴 est de dimension supérieure ou
égale à 3.

4. Soit𝑈 = (𝑎,𝑏, 𝑐)⊤ un élément non nul de M3,1(R). On considère

𝐻𝑈 = {(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ R3 , 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0}

Montrer que 𝐻 est stable par 𝑓 si et seulement si𝑈 est un vecteur propre de 𝐴⊤.

5. Trouver explicitement les plans stables par 𝑓 .

6. Trouver les projecteurs 𝜋 de R3 qui commutent avec 𝑓 .

Exercice

Solution :
1. On calcule le polynôme caractéristique 𝜒𝐴 de 𝐴.

𝜒𝐴 =

���������
𝑋 − 2 −1 −1

−1 𝑋 − 2 −1

0 0 𝑋 − 3

��������� = (𝑋 − 3)
[
(𝑋 − 2)2 − 1

]
= (𝑋 − 3)2(𝑋 − 1)

On sait que 𝜋𝐴 |𝜒𝐴 et que 𝑍 (𝜋𝐴) = 𝑍 (𝜒𝐴), on en déduit que 𝜋𝐴 ∈ {𝜒𝐴, (𝑋 − 3) (𝑋 − 1)}.
En calculant on voit que (𝐴−3𝐼3) (𝐴−𝐼3) ≠ 0 donc 𝜋𝐴 = 𝜒𝐴. Celamontre que le polynôme caractéristique
de 𝐴 divise tous les polynômes annulateurs de 𝐴.

2. Montrons que R[𝐴] = Vect(𝐼 , 𝐴,𝐴2).
— La famille (𝐼 , 𝐴,𝐴2) est libre. En effet, pour (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2) ∈ R3, 𝑎0𝐼 + 𝑎1𝐴 + 𝑎2𝐴

2 = 0 implique que
𝑃 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋

2 annule 𝐴 et donc que 𝜒𝐴 |𝑃 . Comme deg(𝜒𝐴) = 3 > deg(𝑃) on obtient que
𝑃 = 0 et donc 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑎2 = 0. On a bien montré que (𝐼 , 𝐴,𝐴2) est libre.

— Montrons que (𝐼 , 𝐴,𝐴2) engendre R[𝐴]. Soit 𝑀 ∈ R[𝐴]. Il existe 𝑃 ∈ R[𝑋 ] tel que𝑀 = 𝑃 (𝐴). On
effectue la division euclidienne de 𝑃 par 𝜋𝐴 :

𝑃 = 𝑄 × 𝜋𝐴 + 𝑅 où deg(𝑅) ⩽ 2

On en déduit que𝑀 = 𝑃 (𝐴) = 𝑅(𝐴) ∈ Vect(𝐼 , 𝐴,𝐴2).
3. Notons C (𝐴) l’ensemble des matrices qui commutent avec 𝐴. On sait que R[𝐴] est une algèbre com-

mutative et que 𝐴 ∈ R[𝐴]. On en déduit que R[𝐴] ⊂ C (𝐴) et donc 3 = dimR[𝐴] ⩽ dimC (𝐴).
Remarque :  On peut montrer que C (𝐴) = R[𝐴] mais c’est plus difficile.
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4. Le résultat est général. Il est vrai pour toute matrice 𝐴. Pour tout vecteur𝑈 = (𝑎, 𝑏, 𝑐)⊤ ∈ M3,1(R), on
note

𝜑𝑈 : R3 → R3

(𝑥,𝑦, 𝑧) ↦→ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧
Pour un vecteur 𝑣 = (𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ R3, 𝜑𝑈 (𝑣) = 𝑈 ⊤𝑉 où 𝑉 = (𝑥,𝑦, 𝑧)⊤ est la matrice colonne des coordon-
nées de 𝑣 . Avec ces notations, 𝐻𝑈 = Ker(𝜑𝑈 ). On a alors

𝐻𝑈 stable par 𝑓 ⇐⇒
(
∀𝑣 ∈ R3, 𝑣 ∈ 𝐻𝑈 ⇒ 𝑓 (𝑣) ∈ 𝐻𝑈

)
⇐⇒

(
∀𝑣 ∈ R3, 𝜑𝑈 (𝑣) = 0 ⇒ 𝑈 ⊤(𝐴𝑉 ) = 0

)
⇐⇒

(
∀𝑣 ∈ R3, 𝜑𝑈 (𝑣) = 0 ⇒ (𝐴⊤𝑈 )⊤𝑉 = 0

)
⇐⇒

(
∀𝑣 ∈ R3, 𝜑𝑈 (𝑣) = 0 ⇒ 𝜑𝐴⊤𝑈 (𝑣) = 0

)
⇐⇒ Ker(𝜑𝑈 ) ⊂ Ker(𝜑𝐴⊤𝑈 )
(1)

⇐⇒ ∃𝜆 ∈ R, 𝜑𝐴⊤𝑈 = 𝜆𝜑𝑈

⇐⇒ ∃𝜆 ∈ R, 𝜑𝐴⊤𝑈 = 𝜑𝜆𝑈
(2)

⇐⇒ ∃𝜆 ∈ R, 𝐴⊤𝑈 = 𝜆𝑈

Pour
(1)

⇐⇒ , on a utilisé que 𝜑 et𝜓 étaient deux formes linéaires alors Ker(𝜑) = Ker(𝜓 ) si et seulement
s’il existe 𝜆 ∈ K∗ tel que 𝜓 = 𝜆𝜑 . Le cas où 𝜆 = 0 permet de traiter le cas où Ker(𝜑𝑈 ) est strictement
inclus dans Ker(𝜑𝐴⊤𝑈 ) ce qui revient à Ker(𝜑𝐴⊤𝑈 ) = R3 et donc 𝜑𝐴⊤𝑈 = 0.

Pour
(2)

⇐⇒ , on a utilisé que𝑈 ↦→ 𝜑𝑈 était une bijection de R3 dans l’espace dual (R3)∗.
5. On sait que Sp(𝐴⊤) = Sp(𝐴) = {1, 3}. De plus

𝐸1(𝐴⊤) = Vect(𝑋1) et 𝐸3(𝐴⊤) = Vect(𝑋3)
où 𝑋1 = (1,−1, 0)⊤ et 𝑋3 = (0, 0, 1)⊤. Les plans stables sont les plans

𝐻 = {(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ R3 , 𝑥 − 𝑦 = 0} et 𝐻 ′ = {(𝑥,𝑦, 𝑧) ∈ R3 , 𝑧 = 0}
6. Soit 𝜋 un projecteur de R3. Notons 𝐹 = Im(𝜋) = Ker(𝜋 − id) et 𝐺 = Ker(𝜋) de sorte que 𝜋 est le

projecteur sur 𝐹 et parallèlement à𝐺 . On sait que si 𝜋 et 𝑓 commutent alors Ker(𝜋 − id) et Ker(𝜋) sont
stables par 𝑓 . Réciproquement, si 𝐹 et𝐺 sont stables par 𝑓 . Pour tout vecteur𝑤 ∈ R3. On écrit𝑤 = 𝑢 +𝑣
où 𝑢 ∈ 𝐹 et 𝑣 ∈ 𝐺 alors

𝑓 (𝜋 (𝑤)) = 𝑓 (𝑢) et 𝜋 (𝑓 (𝑤)) = 𝜋 (𝑓 (𝑢) + 𝑓 (𝑣)) = 𝜋 (𝑓 (𝑢)) + 𝜋 (𝑓 (𝑣)) = 𝑓 (𝑢)
La dernière égalité vient du fait que 𝑓 (𝑢) ∈ 𝐹 et donc 𝜋 (𝑓 (𝑢)) = 𝑓 (𝑢) et que 𝑓 (𝑣) ∈ 𝐺 donc 𝜋 (𝑓 (𝑣)) = 0.
On a donc montré que les projecteurs qui commutent à 𝑓 sont les projecteurs sur 𝐹 parallèlement à𝐺
où 𝐹 et 𝐺 sont stables par 𝑓 .
Cherchons alors les droites stables par 𝑓 , c’est-à-dire les vecteurs propres. On trouve

𝐸1(𝐴⊤) = Vect(𝑌1) et 𝐸3(𝐴⊤) = Vect(𝑌3)
où 𝑌1 = (1,−1, 0)⊤ et 𝑌3 = (1, 1, 0)⊤. Les droites stables sont donc

Δ = Vect(1,−1, 0) et Δ′ = Vect(1, 1, 0)
Les projecteurs qui commutent avec 𝑓 sont donc
— Les projecteurs triviaux 0 et id.
— Le projecteur sur 𝐻 parallèlement à Δ et le projecteur sur Δ parallèlement à 𝐻 . On ne peut pas

utiliser Δ′ car elle est contenue dans 𝐻 et dans 𝐻 ′.


