MP2 Exercice [479] 2022 - 2023

Exercice

2 11
SoitA=| 1 2 1 |€.#(R).
0 0 3
On note f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est f.
1. Montrer que le polynéme caractéristique de A divise tous les polynomes annulateurs de A.

2. Montrer que R[A] = {P(A)/P € R[X]} est de dimension finie et en trouver une base explicite.

3. Montrer que ’ensemble des matrices qui commutent avec A est de dimension supérieure ou
égale a 3.

4. SoitU = (a,b,c)" un élément non nul de .#3,(R). On considére
Hy = {(x,y,2) €R®, ax + by +cz = 0}

Montrer que H est stable par f si et seulement si U est un vecteur propre de AT.
5. Trouver explicitement les plans stables par f.

6. Trouver les projecteurs = de R® qui commutent avec f.

Solution :

1. On calcule le polyndme caractéristique ya de A.

X -2 -1 -1
xa=| -1 X-2 -1 |[=(X-3)[(X-2°-1]=(X-3)*X-1)
0 0 X-3

On sait que 74| ya et que Z(a) = Z(xa), on en déduit que 4 € {ya, (X —3)(X - 1)}
En calculant on voit que (A—355)(A—I5) # 0 donc 74 = ya.Cela montre que le polynéme caractéristique
de A divise tous les polynéomes annulateurs de A.

2. Montrons que R[A] = Vect(I, A, A?).

— La famille (I, A, A?) est libre. En effet, pour (ao, a1,a;) € R3, aol + a1A + a;A? = 0 implique que
P = ag + a1 X + a;X? annule A et donc que y4|P. Comme deg(ya) = 3 > deg(P) on obtient que
P =0 et donc ay = a; = a; = 0. On a bien montré que (I, A, A?) est libre.

— Montrons que (I, A, A?) engendre R[A]. Soit M € R[A]. Il existe P € R[X] tel que M = P(A). On
effectue la division euclidienne de P par 74 :

P=0QXms+Rou deg(R) <2

On en déduit que M = P(A) = R(A) € Vect(I, A, A?).

3. Notons % (A) '’ensemble des matrices qui commutent avec A. On sait que R[A] est une algébre com-
mutative et que A € R[A]. On en déduit que R[A] € ¥ (A) et donc 3 = dimR[A] < dim %' (A).
Remarque : On peut montrer que 4 (A) = R[A] mais c’est plus difficile.
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4. Le résultat est général. Il est vrai pour toute matrice A. Pour tout vecteur U = (a,b,¢)" € .#5,(R), on
note

QDU : R3 e R3
(x,y,2) +— ax+by+cz

Pour un vecteur v = (x,y,z) € R®, oy(v) =U"V ouV = (x,y,2z)" est la matrice colonne des coordon-
nées de v. Avec ces notations, Hy = Ker(¢y). On a alors

Hy stablepar f <= (Yo € R’,0 € Hy = f(v) € Hy)
— (Yoe R® py(v) =0 = UT(AV) = 0)
= (VeR,py(v)=0= (ATU)'V=0)
— (Vv e R’ pu(v) =0= @ary(v) = 0)
< Ker(py) C Ker(patv)
1
(% AL e R pamy = Ay
— dleRosryu =0
2
&, SlerATU=U

Pour <=, on a utilisé que ¢ et ¢ étaient deux formes linéaires alors Ker(¢) = Ker(¢/) si et seulement
s’il existe A € K* tel que ¢/ = A¢. Le cas ou A = 0 permet de traiter le cas ou Ker(¢y) est strictement
inclus dans Ker(gaty) ce qui revient a Ker(paty) = R et donc ga7y = 0.
2
Pour < , on a utilisé que U — ¢y était une bijection de R® dans I'espace dual (R%)*.
5. On sait que Sp(AT) = Sp(A) = {1,3}. De plus
Ei(AT) = Vect(X;) et E3(AT) = Vect(X3)
ouX; =(1,-1,0)" et X3 = (0,0,1) ". Les plans stables sont les plans
H={(x,y,z2) eR®, x—y=0}et H = {(x,y,2) €R*, z=0}

6. Soit 7 un projecteur de R3. Notons F = Im(x) = Ker(x — id) et G = Ker(x) de sorte que 7 est le
projecteur sur F et parallelement a G. On sait que si 7 et f commutent alors Ker(r —id) et Ker(r) sont
stables par f. Réciproquement, si F et G sont stables par f. Pour tout vecteur w € R3. On écrit w = u+v
ouu € Feto € G alors

flx(w)) = f(u) et n(f(w)) = 2(f(w) + f(v)) = 7(f(w) + 7(f(0)) = f(u)
La derniére égalité vient du fait que f(u) € Fetdonc 7(f(u)) = f(u) etque f(v) € G donc z(f(v)) = 0.
On a donc montré que les projecteurs qui commutent a f sont les projecteurs sur F parallélement a G
ou F et G sont stables par f.
Cherchons alors les droites stables par f, c’est-a-dire les vecteurs propres. On trouve
Ei(AT) = Vect(Y;) et Es(AT) = Vect(Y3)
ouY; =(1,-1,0)" et Y3 = (1,1,0) . Les droites stables sont donc
A = Vect(1,-1,0) et A" = Vect(1, 1,0)
Les projecteurs qui commutent avec f sont donc
— Les projecteurs triviaux 0 et id.

— Le projecteur sur H paralléelement a A et le projecteur sur A parallelement a H. On ne peut pas
utiliser A’ car elle est contenue dans H et dans H'.




