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Théorème (Théorème d’Abel radial)

Soit
∑
𝑛⩾0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 une série entière de rayon de convergence𝑅 ∈ R∗

+. On suppose de plus que la série numérique∑
𝑛⩾0

𝑎𝑛𝑅
𝑛 converge.

1. On suppose dans cette question que 𝑅 = 1.
Pour tout 𝑛 ∈ N et tout 𝑥 ∈ [0, 1], on pose :

𝜌𝑛 =
+∞∑

𝑘=𝑛+1
𝑎𝑘 ; 𝑆𝑛 (𝑥) =

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 et 𝑅𝑛 (𝑥) =

+∞∑
𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘𝑥
𝑘

Soit 𝜀 > 0 :

(a) Montrer qu’il existe 𝑁 ∈ N tel que pour tout 𝑛 ⩾ 𝑁 , |𝜌𝑛 | ⩽ 𝜀
2 .

(b) Justifier, pour tout entier 𝑛 et pour tout entier 𝑝 > 𝑛 + 1, l’égalité :

∀𝑥 ∈ [0, 1], 𝑆𝑝 (𝑥) − 𝑆𝑛 (𝑥) = 𝑥𝑛+1 𝜌𝑛 +
𝑝−1∑

𝑘=𝑛+1
(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘) 𝜌𝑘 − 𝑥𝑝 𝜌𝑝

(c) En déduire que, pour tout 𝑛 ⩾ 𝑁 et pour tout 𝑝 > 𝑛 + 1 :

∀𝑥 ∈ [0, 1] , |𝑆𝑝 (𝑥) − 𝑆𝑛 (𝑥) | ⩽
𝜀

2

(
𝑥𝑛+1 +

𝑝−1∑
𝑘=𝑛+1

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) + 𝑥𝑝

)
(d) En déduire que : ∀𝑛 ⩾ 𝑁,∀𝑥 ∈ [0, 1], |𝑅𝑛 (𝑥) | ⩽ 𝜀

(e) Conclure que la série de fonctions
∑
𝑛⩾0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 converge uniformément sur [0, 1].

(f) Démontrer le théorème d’Abel radial dans le cas où 𝑅 = 1.

2. Démontrer le cas général du théorème.

3. Justifier la convergence de la série
∑
𝑛⩾0

(−1)𝑛
2𝑛+1 et calculer sa somme.


