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Nous allons continuer a étudier les espaces vectoriels normés. Dans ce chapitre K désigne R ou C. Sans
précisions autre, E désignera un espace vectoriel normé dont la norme sera notée ||.||.



1. TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

1 Topologie d’'un espace vectoriel normé

1.1 Ouverts
Définition 13.1 (Ouverts)

Soit U une partie de E. On dit que c’est un ouvert de E si pour tout a dans U il existe 5 > 0 tel que la
boule ouverte B(a, §) soit inclus dans U.

On peut dire que X est un ouvert ou que X est ouvert (sous-entendu un ensemble ouvert) voire ouverte
(une partie ouverte).

Remarques :
1. La valeur de § peut dépendre de a.

2. Cela signifie que si U est un ouvert, tout point « a coté » d’un point de U est encore dans U.

Exemples :

1. Dans R, un intervalle ouvert est ouvert. Par exemple U =]0, 1].

2. Dans R, 'ensemble [0, 1] n’est pas un ouvert.

3. Les parties 0 et E sont des ouverts. Ce sont les ouverts trivaux.
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n
4. Soit E = K,[X]. On considére la norme définie par ||.||le : P = Y, axX* = ||P||e = max lak|.
k=0
On pose F = {P € E, P(1) > 0}. Montrons que F est un ouvert.

d
5. Soit E = K[X]. On considére encore la norme définie par ||.||e : P = 3, axX* = ||P||eo = m]?x lak|.
k=0
Montrons cette fois que F = {P € E, P(1) > 0} n’est pas un ouvert.



1. TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME 4

Proposition 13.1

Une boule ouverte B(a, r) de E est un ouvert de E.

Démonstration :

Proposition 13.2

Notons 7 ’ensemble des ouverts de E.
1. Les ensembles 0 et E appartiennent a .7

2. L’ensemble .7 est stable par intersection finie. C’est-a-dire qu’une intersection finie d’ou-
verts est encore un ouvert.

3. L’ensemble .7 est stable par union quelconque. C’est-a-dire qu’une union d’ouverts est en-
core un ouvert.

Remarques :

1.

2.

L’ensemble des ouverts n’est pas stable par intersection quelconque. Par exemple si on pose I,, =]0, 1+% [

qui est un ouvert de R. Alors I = ﬂ I, =]0, 1] qui n’est plus ouvert.
neN*

L’ensemble .7 des ouverts de E est ce que I'on appelle la topologie de E.

Démonstration :

1.2

Voisinages

| Définition 13.2|

Soit a € E. Un voisinage de a dans E est une partie X de E telle qu’il existe § > 0 tel que B(a, ) C X.

Remarques :

1.
2.

— ATTENTION |

On peut aussi dire que X contient un ouvert contenant a.

Dans le cas ou E = R on étend la notion de voisinage pour définir les voisinages de +co et de —co. Un
voisinage de +oco contient un intervalle de la forme [M, +oo[ quand un voisinage de —co contient un
intervalle de la forme | — co, m].

Ne pas confondre les notions de voisinages et d’ouvert. Quand on parle d’un voisinage on parle
toujours d’un voisinage d’un point.
Un ouvert est une partie de E qui est un voisinage de tous ses points.

Exemple : Dans R, [0, 1] est un voisinage de % Par contre, ce n’est pas un voisinage de 1.
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Proposition 13.3

Soita € E.

1. Soit V4, ...,V une famille finie de voisinages de a dans E, 'intersection (_; V; est encore
un voisinage de a.

2. Soit (V;)ier une famille de voisinages de a dans E. L’union | J;; V; est encore un voisinage
de a.

Démonstration : Il suffit de reprendre la démonstration de la proposition analogue dans le cas des ouverts.

Définition 13.3 (Propriété locale)

Soit P une propriété. On dit qu’elle est vraie au voisinage d’un point a de E, s’il existe un voisinage de
a ou elle est vérifiée.

Il est équivalent de dire qu’il existe une boule ouverte contenant a (ou méme centrée en a) ou la
propriété est vraie.

Exemple : La fonction (x,y) — x? cos(y) est bornée au voisinage de a = (2, 1).

1.3 Fermés
| Définition 13.4 |

Une partie X de E est un fermé si son complémentaire est ouvert.
On peut dire que X est un fermé ou que X est fermé (sous-entendu un ensemble fermé) voire fermée
(une partie fermée).

Exemples :
1. DansE = R, un intervalle fermé X = [a, b] est fermé puisque son complémentaire (X =]—oo, a[U]b, +oo[
est ouvert comme union de deux ouverts.
2. Les parties () et E sont fermées.

— ATTENTION |

La notion d’ouverts et de fermés ne sont pas contraire I'une de 'autre. Une partie peut-étre ouverte
et fermée (par exemple E en entier) comme elle peut étre ni ouverte ni fermé (par exemple |0, 1]).

Proposition 13.4 (Propriétés des fermés)

1. Soit X une partie de E, X est un ouvert si et seulement si CgX est un fermé.
2. Soit (Xj,...,Xpy) une famille finie de fermés. L’union |JI_, X; est un fermé.

3. Soit (Xj);er une famille de fermés. L’intersection ();c; X; est un fermé.

Démonstration :
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Proposition 13.5

Soit (E1, N1), ..., (E,, Ny,) des espaces vectoriels normés. On considéere 'espace vectoriel normé
produit (E; X - - - X E,, N) ou N est la norme produit. Pour touti € [[ 1; n ]|, on considére un fermé
F; de E;. L’ensemble produit Y = F; X - - - X F, est un fermé de (E; X - - - X E,;, N).

On dit qu’un produit fini de fermés est fermé.

Démonstration :

Proposition 13.6

Les boules fermées et les spheres sont fermées.
En particulier les singletons qui sont les spheres de rayon 0 sont des fermés.

Démonstration :

1.4 Points intérieurs et intérieur

Définition 13.5 (Points intérieurs)

Soit X une partie de E.
1. Un point a de X est dit intérieur a X s’il existe § > 0 tel que B(a, §) C X.

2. L’ensemble des points intérieurs de X s’appelle Uintérieur de X. 1l se note X.

Par définition, X cX.

Remarque : Un point a de X est donc un point intérieur a X si X est un voisinage de a.
Exemples :

1. Soit X =]0,1].

2. Soit B la boule fermée de centre a et de rayon r. Ses points intérieurs sont ceux qui sont dans la boule

ouverte de centre a et de rayon r. C’est-a-dire B(a, r) = B(a, r).
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Proposition 13.7

Soit X une partie de E.
1. Son intérieur X est ouvert et c’est le plus grand ouvert contenu dans X.

2. On a donc : X ouvert & X = X.

Démonstration :
Exercices :

1. Determiner Q

2. Déterminer l'intérieur d’un sous-espace vectoriel strict.

1.5 Points adhérents et adhérence
| Définition 13.6 |

Soit X une partie de E.

1. Un point a de E est un point adhérent a X si pour tout § > 0 la boule ouverte centrée en a de
rayon § rencontre X c’est-a-dire si X N B(a, §) # 0.

2. L’ensemble des points adhérents a X s appelle 'adhérence de X. Il se note X

Remarque : Tout point a de X est adhérent a X car a € X N B(a, §). On en déduit que X C X.
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Exemples :
1. On considére X =]0,1].

2. Soit X = B(a,r).

Proposition 13.8

Soit X une partie de E,

CeX=CeX et CpX=CsX.

Démonstration :
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Proposition 13.9

Soit X une partie de E.
1. L’adhérence X est le plus petit fermé contenant dans X.

2. On a donc: X est fermé — X = X.

Démonstration :
Exercices :

1. Determiner Q.

2. Montrer que ’adhérence et I'intérieur sont croissant

1.6 Caractérisation séquentielle des points adhérents et des fermés

La définition des fermés comme complémentaire des ouverts n’est pas la plus aisée pour montrer qu'un
ensemble est fermé. Nous allons mettre en évidence, une méthode pour montrer qu’'un point est un point
d’adhérent a ’aide de suites. On en déduira une caractérisation des fermés.

Théoréme 13.10 (Caractérisation séquentielle des points adhérents et des fermés)

Soit X une partie de E.

1. Soit a € E, il est adhérent & X (c’est-a-dire a € X) si et seulement s’il existe une suite (x;,)
d’éléments de X qui converge vers a.

2. L’ensemble X est fermé si et seulement si toute suite (x,) d’éléments de X qui converge
(dans E) a sa limite dans X.

Remarques :

1. La premiére assertion illustre bien qu'un point adhérent a X est bien un point qui appartient a X ou
qui est juste « a coté » de X.

2. La deuxiéme assertion illustre la notion de fermé. Cela signifie que 'on ne peut pas « sortir » de X.
3. C’est souvent cette caractérisation que I'on utilise pour montrer qu'un ensemble est fermé.

Démonstration :

Proposition 13.11

Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel. S’il est de dimension finie alors il est
fermé.

Démonstration :
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— ATTENTION |

Cela n’est plus vrai si F n’est pas de dimension finie. Considérons par exemple E = ¢°([0, 1], R)
muni de la norme ||.||;. Soit F = {f € E, f(0) = 0} qui est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice : On note S,(R) I'ensemble des matrices stochastiques, c’est-a-dire les matrices M = (m;;) € .#,(R)
telles que

1L V@G j)ell1;n])?,mj>0
2. Viellt;nll, S my=1.
i=1

Montrer que S, (R) est un fermé de (.#,(R), ||.||c)
— En montrant que son complémentaire est ouvert.

— En utilisant la caractérisation séquentielle.

1.7 Frontiere

Pour toute partie X de E, on a vu que X C X C X. La frontiére d’une partie est la différence entre son
adhérence et son intérieur.

Définition 13.7 |

Soit X C E, on appelle frontiére de X et on note 9X = X \ X.

Remarque : Comme 90X = Xn(C EX c’est un fermé comme intersection de deux fermés.
Exemples :
1. Si X est une boule (ouverte ou fermée) de centre a et de rayon r alors X est la boule fermée et X estla
boule ouverte donc 9X est la sphére S(a,r).

2. Calculons 9]0, 1].
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3. Calculons 0Q.

1.8 Densité et approximation uniforme

La notion de parties denses vues en premiere année dans le cas ou E = R s’étend au cadre général des
espaces vectoriels normés.

Définition 13.8 (Densité)

Soit X une partie de E. Elle est dit dense (dansE) si X = E. C’est-d-dire que tout point de E est adhérent
ax.

Proposition 13.12

Soit X une partie de E. Les assertions suivantes sont équivalentes
i) X est dense

ii) Toute boule ouverte B(a, §) ou § > 0 rencontre X.

iii) Pour tout point a de E il existe une suite (x,) d’éléments de X convergeant vers a.

Démonstration : Il suffit d’utiliser les propositions vues sur les points adhérents.
Exemples :

1. Dans le cours de premiére année on a vu que Q I'ensemble des nombres rationnels et CrQ I'ensemble

des nombres irrationnels sont dans dans R. Il suffit d’approcher tout nombre par un décimal ou par
7+ rour est un décimal.

2. Montrons que GL,(C) est dense dans ., (C).
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En analyse, on cherche souvent a approcher une fonction donnée f par une fonction ayant de meilleurs
propriétés.

—{ Théoréme 13.13 }

Soit I = [a, b] un segment. On note & (I, K) 'ensemble des fonctions en escaliers définies sur I et a
valeurs dans K. L’ensemble & (I,K) est dense dans €. (I,K) pour la norme infinie. Cela signifie
que :

— Pour toute fonction f € €.# (I,K) et tout € > 0, il existe ¢ € &(I,K) telle que || f —¢]|~ < &

— Pour toute fonction f € ¥.#(I,K) il existe une suite (¢,),>0 € &(ILK)N telle que

[-leo . . . ,
(¢n)nso — f.C’est-a-dire que la suite (¢,),>0 converge uniformément sur I vers f.
n—+oo

Démonstration : Ce résultat a été vu en premiére année. O

Théoreme 13.14 (Théoreme de Weierstrass)

Soit I = [a, b] un segment. On note P(I, K) 'ensemble des fonctions polynomiales définies sur I et
a valeurs dans K. L’ensemble P(I,K) est dense dans 6°(I,K) pour la norme infinie. Cela signifie
que :
— Pour toute fonction f continue sur I et tout € > 0, il existe une fonction polynomiale P telle
que |If - Pll < &.

— Pour toute fonction f continue sur I il existe une suite (P,),>o de fonctions polynomiales

[I-1eo , . . . ,
telle que (Py)ns0 — f. Clest-a-dire que la suite (P,),>( converge uniformément sur I
n—+oo

vers f.

Remarque : Ce résultat n’est plus vrai sur R en entier. On peut montrer que si (P,) est une suite de fonctions

CcU
polynomiales définies sur R telles que P,— f alors f est encore une fonction polynomiale.

Démonstration : Voir devoir O

Exemple : Soit f une fonction réelle continue sur [a, b]. On suppose que pour entier n,

b
/ f(t)t"dt = 0.

On veut montrer que la fonction f est nulle.
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1.9 Invariance par changement de normes équivalentes

On a déja vu que si on remplace la norme ||.|| par une norme N qui lui est équivalente, on ne modifie pas
le caractere convergent des suites. Nous allons voir que cela ne modifie pas toutes les propriétés topologiques
définies précédemment.

—‘ Théoréme 13.15 }

Soit ||.|| et N deux normes équivalentes sur E et X une partie de E.
1. La partie X est fermée pour ||.|| si et seulement si elle est fermée pour N.
2. La partie X est ouverte pour ||.|| si et seulement si elle est ouverte pour N.
3. L’adherence (resp. 'intérieur) de X pour ||.|| est 'adhérence (resp. 'intérieur) pour N.

4. La partie X est dense pour ||.|| si et seulement si elle est dense pour N.

Démonstration :
1. II suffit d’utiliser la caractérisation séquentielle.
2. Cela découle de 1. en passant au complémentaire.

3. Pour I'adhérence (resp. I'intérieur) il suffit d’utiliser que c’est le plus petit fermé contenant X (resp. le
plus grand ouvert contenu dans X).

4. Cela découle de 'invariance de I’adhérence.
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— ATTENTION |

Ce résultat n’est plus vrai pour des normes qui ne sont pas équivalentes.
On consideére E = €°([0,1],R) et X = {f € E | £(0) = 0}. On considére sur E les normes ||.||; et

[I-1co-

1.10 Topologie induite

Soit A une partie de E les notions d’ouverts (et de fermés) de E permettent de définir des ouverts (et des
fermés) de A.
Exemple : On considére E = R? et A la boule fermée unité. On pose alors H = {(x,y) € A, x > 0} C A.

| Définition 13.9|

Soit X une partie de A. On dit que X est un ouvert relatif de A si pour tout x de X, il existe § > 0 tel
que B(x,8) N A C X.

— ATTENTION |

Il est important de voir que 'on ne demande pas que l'intégralité de la boule soit sans X mais juste
B(x,8) N A que l'on appelle sa trace sur A.
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Définition 13.10|

1. Soit X une partie de A. On dit que c’est un fermé relatif de A si CaX est un ouvert relatif de A.

2. Soit X une partie de A et x € X. On dit que X est un voisinage relatif de x dans A s’il existe
& > 0 tel que B(x,8) N A C X.

Exemples :
1. Pour A = R*, l'intervalle X =]0, 1] est un fermé relatif.

2. Dans A = N. Soit ny € N. On considére X = {ng}.

Proposition 13.16 (Caractérisation séquentielle des fermés relatifs)

Soit X une partie de A. C’est un fermé relatif de A si et seulement pour toute suite (x,) d’éléments
de X qui converge dans A a sa limite dans X.

Démonstration : 1l suffit de reprendre le principe de la démonstration de la caractérisation séquentielle.

Proposition 13.17

Soit A une partie de E.
1. La partie X est un ouvert relatif de A si et seulement s’il existe un ouvert U de E tel que
X =U N A. On dit que X est la trace de U.

2. La partie X est un fermé relatif de A si et seulement s’il existe un fermé F de E tel que
X = F N A. On dit que X est la trace de F.

Démonstration :
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2 Limite d’une application

2.1 Définition

Nous allons dans ce chapitre généraliser la notions de limite au cas des fonctions f d’un espace vectoriel
normé (E, ||.||g) dans un autre (F, ||.||r). Cela généralise les cas déja étudié en premiére année ou E = R et
F=RouC.

| Définition 13.11 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs dans un
autre (F, ||.||r). Soit a un point adhérent a A et £ € F. On dit que f tend vers £ quand x tend vers a si

Ve>0,3n >0,Vx e Allx—allg<n=||f(x) - ¢||lr<e¢

On note alors

flx) — ¢

X—a

Remarques :

1. C’estla méme définition que cette de la limite d’une fonction définie de R dans R. Il faut juste remplacer
la valeur absolue par la norme.

2. Dans le cas des fonctions de R dans R, la définition de la limite peut aussi s’écrire avec des intervalles.
La on peut 'écrire avec des boules.

(f(x) = 0) = (Ve>0In>0VxreAxe B(a,n) = f(x) € B(£,¢))

3. On peut écrire aussi écrire cette définition avec des inégalités strictes (ou des boules ouvertes). Notons
(A) et (B) les assertions

— (A):«Ve>0,Ap>0,Vx € Allx—allg<n=||f(x) —¢|lr <e»
— B):«Ve>0,dn>0,Vx € A|lx—allg <n=|f(x) —Lllp < e»
Vérifions qu’une fonction vérifie (A) si et seulement si elle vérifie (B)

— |(A) = (B)|Soit ¢ > 0. On peut utiliser 'assertion (A) pour £. Il existe donc 7 > 0 tel que pour
tout x € A, ||x — al|g < n implique que |[f(x) — £||F < §. On en déduit que si ||x —allg <n <7
alors ||f(x) —£l|F < § <e.

— |(B) = (A) |Soit € > 0. On peut utiliser 'assertion (A) pour ¢. Il existe donc 17; > 0 tel que pour tout
x € A, ||x—allg < n; implique que ||f(x)—¢||r < e.Pourn = D onaquesi||x—a|[p<n=2 <n
alors ||f(x) —f||r < e < e

4. On peut reformuler cette définition avec des voisinages relatifs. En effet cela peut s’écrire que pour
tout voisinage 7 de ¢ il existe un voisinage relatif %/ de a dans A tel que f(%) c V.
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Définition 13.12 (Extension aux cas oll a = o et £ = o0)

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs dans un
autre (F, ||.||F).

1. On suppose que A n’est pas borné. On dit que f tend vers ¢ € F quand ||x||g — oo si
Ve>0,AM e RVx € A, ||x||[g > M = [|f(x) — £||F < e.

On note alors f(x) — ¢.

|Ix||[g—o0

Noter que c’est ||x||p — o et pas x — .

2. Si F = R. Soit a un point adhérent a A. On dit que f tend vers +co quand x — a si
VM e Ry, dn>0,Vx € A|lx—al|lg <n = f(x) > M.

On note alors f(x) — +oo.
X—a

On définit de méme le fait que f tende vers —co en a.

3. On suppose que E = R et que A n’est pas majoré. On dit que f tend vers{ € F quand x — +oo
si

Ve>0,AM e RVx e A x> M = ||f(x) —{|lr < ¢

On note alors f(x) — 1.
X

—+00

Dans le cas oti A n’est pas minoré, on définit de méme la limite de f en —oo.

Proposition 13.18 (Unicité de la limite)

Soit f une fonction définie sur une partie A d’'un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs dans
un autre (F,||.||r). Soit a un point adhérent a A. On suppose qu’il existe ¢ et £’ dans F tels que
f(x) — tet f(x) — £.Onaalors £ = {'.

X—a X—a

Démonstration : Il suffit de recopier la démonstration usuelle. O

Définition 13.13 (Limite)

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs dans un
autre (F, ||.||r). Soit a un point adhérent a A et ¢ € F. Si f tend vers £ quand x tend vers a on dit que
{ est la limite de f en a et on note

lim f(x)=¢oulimf=¢
xX—a a
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2.2 Propriétés

Proposition 13.19

Soit f une fonction de A dans F. Soit a adhérenta Aet ¢ € F.

(imf =) e (lm[1fGx) - el =)

Démonstration : Evident O

Exemple : Soit A € .#,(R). Soit f : #,(R) — #,(R) définie par f : M — AM.
Montrons que A%lrr} f(M) = A.

Proposition 13.20

Avec les mémes notations. Silim f = ¢ alors f est bornée au voisinage de a.
a

Démonstration : Il suffit de prendre ¢ = 1 par exemple. Il existe alors 7 tel que si x appartient a B(a, ) N A
alors f(x) € B(¢,1). |

Théoreme 13.21 (Caractérisation séquentielle de la limite)

Soit f une fonction de A dans F. Soit a un point adhérenta A et ¢ € F.

(lign f= t’) — (V(un) e AN lim(uy) = a = lim(f(un)) = f) .

Démonstration :

— Corollaire 13.22|

La notion de limite d’une fonction n’est pas modifié si on remplace la norme de 'espace de départ
et / ou de l'espace d’arrivé par une norme équivalente.
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— Corollaire 13.23 |

Soit (Fy, ||-]1)s- - (Fu, ||-]|n) des espaces vectoriels normées. On pose F = F; X --- X F, avec la
norme produit notée ||.||r. Soit f une application d’'une partie A d’'un espace vectoriel normé
(E,||.||g) dans F. On note pour tout i € [[1; n]] la i-eme composante de f de sorte que pour

x €A, f(x) = (A(),..., falx)).

Soit a un point adhérenta Aet ¢ = (fy,...,4,) € F.

(lignf:{’) — (Vie [[l;n]],lignﬁ:{’i)

Démonstration : 1l suffit d'utiliser la caractérisation séquentielle de la limite et le résultat analogue sur les
limites de suites. O

Remarque : En particulier, si F est un espace de dimension finie et si & = (e, .. ., €,) est une base de F. Pour
f : A — F,on peut noter f; = e o f la i-eme composante de f dans la base %. On a alors pour a adhérent a

Aetl =tie;+---+1le,:

(ngnf:f) — (Vie [[1;n]],li£nfi:{’l~).

2.3 Composition et opérations

Proposition 13.24 (Limite d'une composée)

Soit (E, ||.||g), (F, ||-llr) et (G, ||.]|c) trois espaces vectoriels normées. Soit A une partie de E et B
une partie de F. On considére f une application de A dans F telle que f(A) C B et g une application
de B dans G. Soit a un point adhérent de A et b € F. On suppose que lim f = b. Alors
a
1. Le point b est adhérent a B.
2. S’il existe £ € G tel que liing =t alorslimgo f = ¢.
a

Démonstration :

Proposition 13.25 (Combinaisons linéaires)

Soit fi, f> deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs
dans un autre (F, ||.||r). Soit a un point adhérent a A. Soit A € K (ou K est le corps de base de F).

Silim f; = & etlim f; = £, alors lim(f; + f3) = 1 + £, et im Af; = Af;.

Démonstration : 1l suffit d’utiliser la caractérisation séquentielle et la linéarité des limites des suites. O
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Proposition 13.26 (Produit)

Soit fi, f> deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs
dans un autre (F, ||.||r). Soit a un point adhérent & A. On suppose que F est une algebre et que
.|| vérifie qu'il existe C > 0, tel que pour (3, y/) € F2, lly x /llr < Cllyllelly'|lF-

Si lignfl =f et lignfz = ¢, alors licrzn(fl X fo) =& X b,.

Démonstration : Il suffit d’utiliser la caractérisation séquentielle et la propriété analogue sur les suites. O

3 Continuité

3.1 Définition

La encore, on généralise la notion de fonction continue en un point (ou f est définie) et de fonctions
continues.

| Définition 13.14 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans F. Soita € A.
On dit que f est continue en a si f a une limite en a.

Remarque : La limite est alors nécessairement f(a). On peut donc dire

(f est continue en a) = (,lclgéf(x) = f(a)) .

Proposition 13.27 (Caractérisation séquentielle de la continuité en a)

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans F. Soit
a € A.

(f est continue en a) (V(un) e AN lim(uy,) = a = lim(f(u,)) = f(a))

Proposition 13.28 (Combinaisons linéaires)

Soit fi, f> deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs
dans un autre (F, ||.||r). Soit a un point de A. Soit A € K (ou K est le corps de base de F). Si f; et f,
sont continues en a alors f; + f; et Af] aussi.

Proposition 13.29 (Produit)

Soit fi, f> deux fonctions définies sur une partie A d’un espace vectoriel normé (E, ||.||g) a valeurs
dans un autre (F, ||.||r). Soit a un point de A. On suppose que F est une algebre et que ||.||r vérifie
quil existe C > 0, tel que pour (4,y/) € F2, lly x ¢/|lr < Cllyll£lly/IlF-

Si f et f, sont continues en g alors f; X f;




3. CONTINUITE

21

Proposition 13.30 (Composition)

Soit (E, ||.||g), (F, ||-|lr) et (G, ||.]|c) trois espaces vectoriels normées. Soit A une partie de E et B
une partie de F. On considére f une application de A dans F telle que f(A) C B et g une application
de B dans G. Soit a un de A et b = f(a). On suppose que f est continue en a et g est continue en
b alors g o f est continue en a.

| Définition 13.15 |

Soit f une fonction définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E a valeurs dans F. Elle est
dite continue si elle est continue en tout point de A.

On note 6°(A, F) I'ensemble des fonctions continues de A dans F.

Proposition 13.31

1. L’ensemble €°(A, F) des fonctions continues de A dans F est un sous-espace vectoriel de
7,

2. Soit E, F et G trois espaces vectoriels normés, soit f : E — Fetg: F — G des applications
continues. L’application, g o f est continue.

3. Soit E un espace vectoriel normé et F une algébre normée par une norme vérifiant qu’il
existe C > 0 tel que pour y,y" dans F, ||y X || < Clly|| ||f’|l-
Soit f; et f, des applications continues de A dans F. Le produit f; X f, est encore continue.

4. Soit f une application définie sur une partie A d'un espace vectoriel normé E et a valeurs

dans F. On ne modifie pas le caractere continu en remplagant la norme de E et/ou de F par
une norme équivalente.

Démonstration : Il suffit d’utiliser les propriétés vues précédemment en tout point a de A.
Exemples :
1. Soit E = K,[X]. On note ||.||« la norme infinie définie par
n

||.||W:Zakx’<H max |ay|
pn kel[0;n]]

On pose A 'endomorphisme de E défini par A : P — P’. Montrons que A est continue.
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2. Sion travaille pour E = K[ X], Papplication de dérivation A n’est plus continue (toujours pour la norme
infinie). En effet, si on consideére la suite P, = %X " elle tend vers 0 mais A(P,) = X" ! ne tend pas vers
0 = A(0) car || X"!|| = 1.

— ATTENTION |

Soit f une application entre deux espaces vectoriels normés E et F. En remplacant la norme de
E ou celle de F par une norme équivalente, on ne change pas les « topologies » de ce fait on ne
modifie pas le caractere continu de f. Cependant, si les normes ne sont plus équivalentes, ce n’est
plus vrai.

Par exemple, soit E = 6°([0,1],R) et F = R. On considére & : f — f(0).

— Si on utilise la norme infinie sur E alors f est continue. En effet, [5y(f)| = |f(0)] < ||f]]co-
On peut alors démontrer que & est continue comme ci-dessus (voir aussi plus loin).

— Si on utilise la norme 1 sur E alors f n’est pas continue. On peut le montrer en utilisant la
suite de fonctions

0 six > %

1-nx sinon

oo

La suite de fonctions (f;) tend vers la fonction nulle mais pour autant (dy(f;)) — 1 # 0.

Définition 13.16 (Fonction polynomiale)

Soit E un espace vectoriel de dimension n.
On appelle fonction polynomiale une application f : E — K de la forme

foxm D @ X xen(x)"

(i1--in) €[ 0;d )"

ou B = (eq,...,e,) est une base de E et d est un entier naturel.

Exemples :

1. Dans le cas ou E = K", un fonction polynomiale est juste une fonction de la forme
(X152, %p) Z ail,m,inxil X o X xin
(it-in)€[[0;d )"

Par exemple
f:(x,y,2) = xy+3x°z — x1°2°

2. Soit n € N*. La fonction déterminant det : .#,(K) — K est une fonction polynomiale car

det : M Z e(e)M[1, o[1]] X - - - X M[n, o[n]]

eSS,
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Remarque : La notion de fonction polynomiale ne dépend par de la base choisie. Soit Z = (ey,...,e,) et
B = (€1,...,¢6,) deux bases de E et f une fonction polynomiale relativement a la base Z. Elle est donc de la
forme

fix Z ai,.. ,‘nei‘(x)"1 x---xe:(x)i"
(it,emin)€[[ 05 d "

Si on note P la matrice de passage de la base # a la base #’. Soit x € E. On note X = Matg(x) et X’ =
Mat g (x). On sait que X = PX’ c’est-a-dire que pour touti € [[1; n]],

e/ (x) = Z P[i, jl&j(x)

j=1

II suffit alors de « faire le calcul » pour voir que f est aussi polynomiale par rapport a la base %'.

Proposition 13.32

Les applications polynomiales sont continues.

Démonstration : Ce sont des sommes et des produits des e; qui sont continues. O

Proposition 13.33

Soit f et g deux applications continues définies sur A et a valeurs dans F. On suppose qu’il existe
une partie H dense dans A telle que f et g coincident sur H alors f = g.

Démonstration :
Exemple : Soit f une application de R dans R. On la suppose continue et qu’elle vérifie que

V(x,y) € R f(x+1y) = f(x) + f(y).
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3.2 Caractérisation du caractére continu par les images réciproques

— Théoréme 13.34 |

Soit f une application d’une partie A de E dans F. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) L’application f est continue.
ii) L’image réciproque de tout ouvert U de F est un ouvert relatif de A.

iii) L’image réciproque de tout fermé X de F est un fermé relatif de A.

Démonstration :
Exemples :

1. Soit f : R* — R telle que f(x,y) = x* + y>. Comme c’est une fonction polynomiale elle est continue.
On en déduit que 'image réciproque du fermé {1} c’est-a-dire la sphére S = {(x,y) € R? | x> + y* = 1}
est un fermé.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit f une application polynomiale (par exemple une
application linéaire). On considere les ensembles

A={x€E, f(x)=0};A"={x€E, f(x) 20}etA"" ={x€E, f(x) >0}
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3. On peut aussi utiliser la méthode ci-dessus pour des ensembles définis par plusieurs équations. Par
exemple si on considere E = R, [X] et A '’ensemble des polynémes dont tous les coefficients sont
strictement inférieurs a 1 en valeur absolue.

On note (e:)‘, ..., ey) les formes coordonnées de sorte que

A={PeE,Vie[0;n],|eP) <1}

Exercices :
1. Retrouver que 'ensemble des matrices stochastiques est fermé.
2. Montrer que GL,(K) est un ouvert de .7, (K).

3.3 Applications uniformément continues

| Définition 13.17 |

Soit f une application définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé E et a valeurs dans F. On
dit que f est uniformément continue si

Ve > 0,3n > 0,V(x,y) € A% d(x,y) <n = d(f(x), f(y) <e.

Remarques :
1. On peut remplacer les inégalités larges par des inégalités strictes.

2. En changeant la norme de E et/ou de F par une norme équivalente, on ne modifie pas le caractéere
uniformément continue d’une application.

Proposition 13.35

Soit f une application de A C E dans F.
Si elle est uniformément continue alors elle est continue.

Démonstration : 1l suffit de recopier la démonstration classique.
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— ATTENTION |

Ce n’est pas une équivalence. L’application f : x — x? est continue sur sur R mais pas uniformé-
ment continue.

3.4 Applications lipschitziennes

Rappelons, ce qui a déja été vu sur les applications lipschitziennes.

Définition 13.18 (Applications lipschitziennes)

Soit (E, ||.||g) et (F,||.||r) deux espaces vectoriels normés. Soit f une application de A C E dans F.

1. Soit k € Ry. L’application f est dite k-lipschitzienne si
V(x,y) € A% d(f(x), f(y)) < kd(x,y)

2. L’application f est dite lipschitzienne s’il existe un réel positif k tel que f soit k-lipschitzienne.

Exemple : L’application norme est 1-lipschitzienne. En effet soit E un espace vectoriel normé,

V(x,y) € E% [lIxlle — llyllel < llx = ylle

d’apres la deuxiéme inégalité triangulaire.

Proposition 13.36

Soit f une application lipschitzienne. Elle est uniformément continue (et donc continue).

Démonstration : Si f est k-lipschitzienne. Pour tout ¢ > 0, on peut prendre dans la définition de I'uniforme
continuité n = £. O

Exemple : L’application norme est donc continue.
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— ATTENTION |

vx >0 -fO)_vx _

1
x—0 X ﬁ

et que — — +o0
x x—0t

réme de Heine - voir plus loin).

La encore, ce n’est pas une équivalence. La fonction x > +/x sur [0, 1] n’est pas lipschitzienne car

Cependant, elle est uniformément continue car elle est continue et que [0, 1] est un segment (théo-

Proposition 13.37

L’ensemble des applications lipschitiziennes de A C E dans F est un espace vectoriel.

Définition 13.19 (Distance a une partie)

Soit A C E un ensemble non vide. On appelle distance a A et on note d(., A) application

d(,A): E +— R
x b d(x,A) = ingd(x, a)
ae

Remarque : La partie {d(x, a) | a € A} est une partie non vide de R;. Elle est donc minorée par 0. De ce fait

elle admet une borne inférieure qui peut (ou pas) étre atteinte.

Exemple : Soit A =]0,1[, d(2,]0,1[) = 1 mais il n’existe pas d’élément a de A tel que d(2,a) = 1.

Proposition 13.38

Soit A C E une partie non vide. L’application d(., A) est lipschitzienne car

V(x,y) € E% d(x, A) — d(y, A)| < |x — y|

Démonstration :
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Exercice : Montrer que {x € E | d(x,A) = 0} = A.
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3.5 Applications linéaires continues

Nous nous intéresserons la majorité du temps aux applications linéaires. Il y a alors un criteére simple
pour montrer qu’une application est continue.

— Théoréme 13.39|

Soit f une application linéaire d’un espace vectoriel normé E dans un espace vectoriel normé F.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) L’application f est continue.
ii) L’application f est continue en 0.
iii) L’application f est lispchitzienne

iv) 1l existe C € R telle que
Vx € E[|f(0)llF < Cllx]le

Remarque : En pratique on utilise quasiment toujours le critére iv) pour prouver qu’une application linéaire
est (ou n’est pas continue).
Démonstration :

— i) = ii) est évidente.
— iii) = i) est déja vu.

— iv) = iii) a déja été vu. Rappelons I'argument. On suppose iv). Pour tout (x,y) € E?,

I1f ) = FWlle = 1If (x = llF < Cllx = yllE.

— Montrons ii) = iv).

Notation : On note Z..(E, F) 'ensemble des applications linéaires continues de E dans F.
On rappelle que pour f € Z.(E, F) on note ||f]|op ou |[|f]|| ]a norme subordonnée (ou norme d’opéra-

teurs) :
1S Gl

[ 1lop = HIFII = Sup{ =

On obtient ainsi une norme sur .Z.(E, F) qui est sous-multiplicative :

V(f.9) € Ze(E F),|If o gllop < I fllop X [lllop

x# oE} — sup {IIF®llr, x € S(0,1)}



3. CONTINUITE 30

Proposition 13.40 (Généralisation aux applications bilinéaires)

Soit E, F et G trois espaces vectoriels normés. On note ||.||, ||.||r et ||.||¢ leur norme et on considere
la norme produit pour E X F. Soit B : E X F — G une application bilinéaire. Elle est continue si et
seulement si

AC e R V(x,y) € EXF,|[B(x,y)llc < Cllx[ellyllF

Démonstration :

Proposition 13.41 (Généralisation aux applications multilinéaires)

Soit Ey, . .. E, des espaces vectoriels normés et G un vectoriel normé. Pour i € [[ 1; p || n note ||.||;

p
la norme sur E;. On note ||.||¢ la norme de G. Soit ® : [[ E; — G une application multilinéaire.
i=1

p
Elle est continue (en normant [ E; avec la norme produit) si et seulement si
i=1

4
3C € RV(x1,....%p) € By X+ X Ep |[0(x1,..... )l < €[ [I1ll
i=1




