MP1 / MP2 Devoir libre 12 2022 - 2023

On désigne par F' I’ensemble des fonctions réelles f définies et continues sur R™ et telles que la fonction
x — e °(f(x))? est intégrable sur RT.

On note F le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles définies sur [0, +oo[ et pour tout n € N,
on note F, le sous-espace formé par les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

Pour tout naturel n, on note ¢, et L, les fonctions de R™ vers R définies par

Vo € RT, on() = 2% et L,(z) = "™ ()

n

ou @SL") désigne la dérivée n-ieme de ¢,,.
1. Soit (f,g) € F% Montrer que x — e~ f(x)g(x) est intégrable sur R,
2. a) Etablir que F est un R-espace vectoriel.

b) Montrer que
+oo
(f,g9) — (flg) = / e “f(x)g(z)dz est un produit scalaire sur F
0

Dans la suite, on note ||.|| la norme euclidienne associée.

3. a) Montrer que E est inclus dans F.

+o0 +o0
b) Calculer pour tout naturel n l'intégrale I,, = / e “z"dr = / on(x)dx.
0 0

Dorénavant, on identifiera chaque polynéme avec la restriction de sa fonction polynomiale & R*.
4. a) Calculer Ly, Ly, Ly et Ls.

b) Soit n € N. En utilisant la régle de Leibniz, déterminer L,, et montrer que c¢’est un élément de
E.
On précisera le degré de L,, et le coefficient a,,; de 2* dans Pexpression de L,,. On explicitera
en particulier ay, ,, apn—1 €t anp.

5. a) Montrer que pour tout k < n, gogc)(O) = 0.
b) Donner un équivalent de P (z) quand z tend vers +oo (n et k fixés).

c) Soit m,n € N avec m < n. Montrer que

(Lol L) = — / L (@) () de

En déduire la valeur de (L,,|L,).

d) De méme, exprimer (L,|L,) en fonction de n.

L
6. En déduire que, pour tout n € N, la famille (—If) est une base orthonormale de E,,.
0<k<n

7. Soit n € N et P, définie par : P, = Lo+ (X —2n —3)L,41.
a) Montrer que P, € E,,.

o , Ly, - Ly,

Ainsi, P, se décompose sur la base orthonormale | — de B, : P, = > ap —.

E' ) ocren =0 k!

b) Rappeler la valeur des a4, en fonction du produit scalaire.
Le but des questions suivantes est de déterminer les .
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Montrer que pour tout @ € E,, (L,+1]|Q) = 0.

Justifier que pour tout couple (R, Q) d’éléments de E% on a: (XQ|R) = (Q|XR).
En déduire que (X L, 41|Lg) = 0 pour k < n — 1.

En déduire que Vn > 1, Vk € {0,...,n—1}, (P,|Ly) =0.

En déduire les valeurs de ay, ..., a,_1.

Il reste donc a calculer o, : montrer que L,,.; + X L, appartient a F, ; en déduire la valeur
de a,.

En déduire, pour tout n € N :

Loso+ (X —2n—3)L,y1 + (n+ 1%L, =0

Cette question a pour objet de montrer que les zéros de L,, sont réels et strictement positifs lorsque
n > 1.

Soit n > 1, on désigne par Z, l’ensemble des zéros réels de L,, appartenant a |0, +oo[ et d’ordre
de multiplicité impair.

a)

Ecrire la forme générale de la décomposition de L,, en facteurs irréductibles de R[X]. On isolera
les facteurs correspondant aux éléments de Z,,.

Montrer que si Z,, est vide alors L, est de signe constant au sens large sur [0, +-00].

En considérant (Lg|L,), montrer que Z,, est non vide.

Soit donc Z, = {uy,ug, ..., uptavec L<m<netuy < Uy <...< Up.

On pose Sy, = [ [, (X — ug). En considérant (S,|L,), montrer que ’hypothése m < n conduit
a une contradiction, et en déduire que m = n.

Déduire de ce qui précéde que les zéros de L,, sont tous réels, simples et appartenant a |0, 4+o00.
Etablir : L,y = XL, +(n+1—- X)L,

On pourra remarquer que Vr € R, p,1(x) = xp,(x) et utiliser la régle de Leibniz.

En utilisant la relation de la question 7.e, montrer que L,, est une solution sur [0,+oo[ de

I’équation différentielle
x2'(x)+ (1 —2)(x)+nzx)=0
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