MP1 / MP2 Devoir surveillé 6 (difficile) - Corrigé 2022 - 2023

Exercice

1. Lespartitions de {1,2,3} sont {{1},{2},{3}}, {{1,2},{3}}, {{1, 3}, {2}}, {{2,3},{1}} et {{1,2,3}}.
On en déduit que T3 = 5.

2. Soit n € N. Notons A I'ensemble des partitions de ’ensemble E = {1,2,...,n+1}. On partitionne
A en séparant la taille de partie contenant ’élément n + 1. Pour tout k£ € [0,n], on note A
I’ensemble des partitions de E telle que la partie contenant n + 1 a k + 1 éléments. Pour tout
k € [0,n], pour se donner un élément de Ay il faut :

— choisir les k autres éléments de la partie contenant n+1. Ces éléments sont pris dans {1,2,... n}.
Ilya (Z) possibilités.

— choisir une partition de I’ensemble obtenu en enlevant les éléments choisis précédemment. C’est
un ensemble ayant n — k éléments. Il y a donc T,,_ possibilités.

On en déduit que |Ax| = (Z)Tn_k et donc

Tor = |A| = ZlAkl—Z<>nk i(ﬂk)ﬂ:no(@ﬂ

k=0

3. Montrons par récurrence forte que pour tout entier naturel n € N, T,, < n!
— Pourn=0,T, =1<0.
— Soit n € N. On suppose que pour tout k € [0,n], T < k!. En utilisant la formule ci-dessus,

Tn+1:Z()Tk\Zk‘n_ Zn' (n+1)!
k=0

— Par récurrence, pour tout entier naturel n, T,

4. Soit x = 1. La suite (%1”) est bornée car 0 < 22 < 1. On en déduit que le rayon de convergence

R de la série entiere est superleur ou égal a 1. ’En particulier R > 0 ‘

On note f la somme de cette série entiere définie sur | — R, R| par f : x — Z Lo,

5. La fonction f est dérivable sur | — R, R[ et pour = €] — R, R|,

nn*‘”Tnn“’”lTn
N =

n=0 \k=0

On reconnait un produit de Cauchy. Cela montre que pour x €] — R, R[, | f'(z) = e*f(x)|.

En résolvant cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene, on obtient qu’il existe A € R
tel que f: x> Ae® . Comme de plus f(0) = Ty = 1, on obtient que \ = % et donc

Vo €] — R, R, f(z) = *

6. Pour tout x € [0, R|

+oo +m>(k

1. 11, ., 181, 11 )
f) =gt =Ll @ =L T el m

k=0 n=0

n
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En échangeant les deux sommes ce qui est licite car tous les termes sont positifs,
1~Hw 1 +0oo 4
— _ _ n
fle) = ezn! (Z k!)x
n=0 k=0

Par unicité du développement en série entier on obtient que pour tout n € N

+

n

8
o

1T, =

Q|

i
o
=

On a utilisé que si on a deux séries entieres > a,z" et > b,z" dont le rayon de convergence R
n=0 n=0

est strictement positif et que de plus les sommes coincident sur [0, R| alors pour tout entier n,

a, = b, puisque les coefficients s’obtiennent en calculant les dérivées n-ieme des sommes en 0.

C’est dérivées peuvent se calculer en utilisant la restriction sur [0, R].
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Probleme

Soit # une base de E. L'application E* = Z(E,R) 3 n — Matg )(1) € #1,(R) (ou (1) est la

base canonique de R) est un isomorphisme donc |dim(E*) = dim . ,,(R) = n|.

Soient w € A(F) et x € E. Par antisymétrie de w, w(z,z) = —w(x, ) donc 2w(x,z) = 0 et comme

2#0ona|w(z,x) =0
Soit w € A(E) et = (by,...,b,) une base de E.

a)

Soient z,y € E et X et Y leurs matrices dans la base %. Par bilinéarite de w,

w(x,y) =w (Z xzbuzyzbj> = Z $iW(bi, bj)yj = XTMY
i=1 j=1

1<i,5<n

ot | M = (w(bs, b;))1<ij<n |

Pour tous 4, j € [1,n], w(e;, e;) = —w(e;, €;) donc ’ M est antisymétrique ‘

Notont A, (R) le sous-espace des matrices antisymétriques de ., (R). Réciproquement pour
toute matrice M € A,(R), I'application w : E x E 3 (z,y) — Matg(z)T MY7T est bilinéaire et
antisymétrique. Ainsi 'application de A(F) dans le sous-espace des matrices antisymétriques
de A, (R) qui a tout w € A(FE) associe Matgz(w) est bijective. On vérifie aisément qu’elle est

linéaire. C’est donc un isomorphisme de A(E) vers A, (R) donc |dim(A(F)) = dim(A4,(R))|.

Ay (R) étant la droite engendrée par ((1) _01) = Jy #0, A(E) est de si E est de

dimension 2.
(Plus généralement, A(F) est de dimension n(n —1)/2)

Comme E est E* sont de méme dimension, w est symplectique si et seulement si ¢, est injective
c’est-a~dire si et seulement si son noyau ne contient aucun élément non nul.

Ainsi

(&) < Ve E\{0} xzdkerg,
& Ve E\{0p} w(z,,.)# O0g-
& (Ve e E\{0g} ye E w(z,y) #0r

Notant B* = (e}, ..., e}) la base duale de B, on a pour tout j € [1,n],

wu(ej) =wlej,.) x= inei > Zw(ej, e)T; = Zw(ej, e;)er(x)

w(ej,er)
donc Matg«(p,(e;)) = :

w(ejsen)
Ainsi | Mat g - (¢,) = —Matg(w) |

Donc

(&1) & —Matg(w) est inversible < Matg(w) est inversible
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4. Supposons qu’il existe une forme symplectique w sur E. Soit B une base de E est M = Matg(w).
D’apres les questions précédentes, M est antisymétrique et inversible.

Ainsi
det(M) = det(—M7") = (=1)"det(M*) = (—1)" det(M)

et comme det M # 0, (—1)" =1 donc .

Dorénavant, jusqu’a la fin du probleme, n est un entier pair > 2.

5. Comme J, est antisymétrique et .J, = Matq,(wp) ot can est la base canonique de R™ (identifié a
M1 (R)), wo est antisymétrique (cf question 3).

De plus J,, est inversible car pour tout élément X = (X1> de son noyau (avec Xy, Xy € M, 2(R)

X
onal=—-Xyet 0= X; donc X =0.
wy est une forme symplectique sur R" ‘

D’apres la question 3),

Jusqu’a la fin de cette partie, on fixe une forme symplectique w sur E. Le but des questions 6 a 9 est de
montrer qu’il existe une base Z de F telle que Maty(w) = J,
6. Supposons E est de dimension 2. Soit Z = (ey, e3) une base de E. Comme Mat 4 est antisymétrique,
—x
0
De plus cette matrice est inversible donc av # 0.

il existe a@ € R tel que Maty = (2

l/a 0‘

Posons B' = (Ley,e5) = (e}, €y). Clest encore une base de E car dety (%) = ‘ 0 1T 1/a # 0,

) _ (w(terer) Zeren)\ [0/ =2\
Matz%/(w)_<w(62,é€1) W(@Q,eg) o % 1 _

7. Soit F' un sous-espace vectoriel de F.

et

a) Soit u: FF— R une forme linéaire sur F.

Soit G un supplémentaire de F' dans E (un tel supplémentaire existe) et p le projecteur sur F
parallelement a G et p’ : E — F sa corestriction a F'.

Soit . Alors @ est linéaire car u et p’ le sont, a valeurs dans R et sa restriction a F'

est u.

b) Notons @ la restriction de w a F x F. C’est une forme bilinéaire antisymétrique (car w est
bilinéaire antisymétrique.
Par la question 3), @ est symplectique si et seulement si

Ve e F\{0} Jy € F 0 # &(z,y) = w(z,y)

c’est-a-dire
Ve e F\{0} z & F“

c’est-a-dire
FnFYc{0}

L’inclusion réciproque est toujours vérifiée (car F' et F* sont des s.e.v. de FE).

Donc |w est symplectique si et seulement si F'N F* = {0}.

¢) Quels sont le noyau et I'image de g 7

kerypp ={r € Ew(z, )p=0p}={zec EVy e F w(z,y) =0} = F¥
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Soit u € F*. Par la question précédente, il existe u € E* telle que la restriction de @ a F' soit
u. Comme w est symplectique, il existe € E tel que u = ¢, (7).

Alors u = tjp = Yp(x).

Ainsi WF est surjective donc I'm ¢p = F*

d) Appliquant le théoreme du rang a ¢, il vient :

dim(F) = dim Imyr + dimker ¢pp = dim F* + dim F* = dim F' + dim F*

(en appliquant la question 1) a F)
e) Supposons que la restriction de w a F' x F' est une forme symplectique sur F'.
Alors F' et F“ sont en somme directe par la question 7)b), et ainsi par b) on a

E=Fa&/F~

Par ailleurs pour tout z € F*, on a Vy € F, w(z,y) = —w(y,z) = —0 = 0 donc = € (F¥)“.
Ainsi F' C (F¥)~.
Par ailleurs, par la question 7) appliquée & F“ puis a F,

dim((F¥)¥) = dim(E) — dim(F*) = dim F

donc | F' = (F¥)¥| et ainsi F“ N (FY)Y = FY N F = {0}.

Donc par la question 7)b), |la restriction de w a (F“)? est symplectique |.

8. Montrons par récurrence que pour tout naturel pair non nul n, 'assertion P, : “pour tout R-espace
vectoriel £ de dimension n et toute forme symplectique w sur F, il existe une base B de E telle

J, 0 - 0
que Mat z(w) = 0 L "

N

0 -~ 0 Jy

Par la question 6), 'assertion P est vraie.

Soit n un naturel pair non nul tel que P,,.

Soit E/ un espace vectoriel réel de dimension n + 2 et w une forme symplectique sur E.

Soit e; un vecteur non nul quelconque de E. Par la question 3)d), il existe un vecteur ey de E tel
que w(ey, ez) # 0.

Par le raisonnement de la question 6), quitte a modifier e; on peut supposer que w(ey, ey) = —1.
Posons F' = Vect(ey, e3).

Soit ©x € F'N F“.

Comme x € F, il existe a,b € R tels que z = ae; + bes.

Comme x € F“ et comme e1,e5 € F, on a :

= w(z,e1) =aw(er,er) +bw(ez,e1) =a.0+0.1=0>
= w(z,e9) = aw(ey, ea) + bw(eg, e2) = a.(—1) + 0.0 = —a

Donc a =b =0 et ainsi z = 0.

Ainsi FNFY C {0g}.

Par la question 7)e), F* est un supplémentaire de F dans E et la restriction de ' de w a (F*)?
est symplectique.
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OrdimF¥Y =dimF —dimF=n+2—-2=n.

Par hypothese de récurrence, il existe une base &' = (f1,..., f,) de F* dans laquelle la matrice
Jo 0 - 0

de W' est 0 2
: .0
0 -+ 0 Jy

Notons 4 la concaténée de (e1,e2) et de '. C’est une base de E car F' et F“ sont supplémentaires
dans F, et la matrice de w dans cette base est bien de la forme voulue car pour tous i € {1,2} et

je{l,...,n},

w(es, f;) =0
care; € Fet f; € F.
Donc P,,40.
Par récurrence, on a P, pour tout naturel pair non nul n.
Dans les notations précédentes, notons n la dimension de F B = (€1,...,€n).
Alors la famille & = (eq,e€3,...,€2,_1,€2,€4,...,€9,) est une base de F dans laquelle la matrice

de w est .

Partie |l : Réduction simultanée

Dans cette partie on fixe deux formes symplectiques w et w; sur E.

10. Soit * € FE. L’unique vecteur a € E tel que Vy € Fuwi(x,y) = w(a,y) est ¢ (wi(a,.) =

0 (Pun (2))-
Donc | ¢! o ¢, | est 'unique application u de E dans E telle que

Vz,y € B wi(z,y) = w(u(z),y)
De plus est linéaire bijective car ¢, et ¢, sont linéaires bijectives.
Soient x,y € E.
w(r, u(y)) = —w(uly), z) = —wi(y, z) = wi(z,y) = w(u(z),y)

Ainsi .

Dans les questions 11 a 16, on suppose que E est de dimension 4.

11.

Soit % une base de E telle que Matgz(w) = Jy. Soit U € #,(R) la matrice de u dans la base %.

a) Pour tous z,y de E, notant X et Y leurs matrices dans la base %, on a w(x,u(y)) = w(u(zx),y)

donc
Xty =(Ux)t gy = xtvt Ly

Pour tous 4, j € [1,n], appliquant la relation précédente a = = e; et y = e; on obtient :
(JaU)li, 5) = (UT Tu)li, J]

(ou Ali, j] désigne le coefficient de la i-eme ligne et j-éme colonne d’une matrice A)
Ainsi | J,U = UT J4|.
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Q R

La relation de la question précédente s’écrit :
-Q —R\ _(Q" -N'
N P ) \RT -p7T

Ainsi R = NT et P et Q sont antisymétriques donc il existe o, 3 € R tels que P = aJ, et

. . N OéJQ
Q—ﬁJQ,etonaU—(ﬁj2 NT

b) Soient N, P,Q, R € #5(R) tels que U = (N P>.

T =(-1)*xy +af = X> = Tr(N)X + (det(N) + ap)

T(U) = U?>—=Tr(N)U + (det N + af)14

2 2 T
(ﬁ<ﬁw++“ﬁ‘%g> N (ﬁj%?)) — Tr() ( i N ) +(det N +af) ({) g)

Or J2 = —I,, (NT)? = (N?)7 et notant N = <‘C‘ b),

d
NJ+ JNT = (2 _a) + (_b _d) = Tr(N)J,
—c a ¢
D’ou
N2 —Tr(N)N + (—af +det N + af) I, 0

TU) = ) T

( 0 (N — Tr(N)N + (—af + det N + aﬁ)]2> )

(XN(()N) (XN((;V))T) = @ par Cayley-Hamilton.

Dans les questions 12 a 16, on suppose que u n’admet aucune valeur propre réelle.

12. T étant de degré 2, a coefficients réels et sans racine réelle, il a deux racines distinctes imaginaires
(c’est-a-dire non réelles) conjuguées A et A. Ainsi T = (X — \)(X — \) est scindé & racines simples
sur C. Comme T annule U, U est diagonalisable sur C. Comme de plus U est a coefficients réels,
la conjugaison dans .#,1(C) (conjugaison coefficient par coefficient) réalise un isomorphisme de
E\(U) vers E5(U) qui ont ainsi méme dimension 5 = 2 (on peut aussi se passer de cet isomorphisme
et dire que quitte & échanger A et A, on a dim Ey(U) > 2). Ainsi il existe Y, Z € E,(U) linéairement
indépendants sur C.

13. Notant Z = Z; —iZy et Y =Y, —iYs, (Z,Y) est une base de E5(U) et donc (Z,Y, Z,Y) est une
C-base de 4, 1(C).

Or Z,Y,Z,Y € Vectc(Zy, Z9, Y1, Ys). Donc (Zy, Zy, Y1, Ys) est C-génératrice de .4, ;(C). Etant de
longueur 4, elle est C-libre. Elle est a fortiori R-libre donc c’est une R-base de .#;1(R).
Ainsi (21, 22, y1, —y2) est une base de E.

14. Notons Q : #,1(C)? > (V,W) — VT, W € C. C’est une forme bilinéaire antisymétrique sur
A41(C), donc alternée, et pour tous z,y € £ on a w(z,y) = Q(X,Y) ou X et Y sont les matrices

de x et y dans B. De plus comme J; est réelle on a pour tous V, W € #,,, QV, W) = Q(V,W)
et Q(V,UW) = QUV, W),
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w(z,22) = Q 5 9 )
_ %(Q(Z, 2) ~0(2.2) + Q2. 2) - 2. 2))
i
1 _ _
zjz@—mzm+ﬁwij>
Or Q(Z,2) = U3UZ,Z) = sQ(2Z,UZ) = 3Q(Z, UZ) = éQ(Z, 7) et comme % # 1 car \ est
imaginaire, on a Q(Z, Z) = 0. Par Consequent VNZ,Z2)=0=0

Ainsi w(z1, 22) = 0. De méme, w(yy,y2) = 0.

Z4+72 Y+Y
W(Zl,yl) = Q( 5 ' 9 )

_ i(Q(Z, Y)+QZ,Y)+UZ,Y)+ U2, W)

Le méme raisonnement que ci-dessus montre que Q(Z,Y) = $Q(Z,Y) puis Q(Z,Y) = 0 et
UZ,Y)=0=0.

Ainsi QZ, V) + QUZ,Y) = —Q(Z,Y) — Q(Z,Y) et donc

> >

W) = (AZY) - QZY) - QZY) + AZY))

1
= {027y, 2iY))

= _W(Z%Z/z)

Enfin

weny) =1 QZ+2,Y -7)
_ EAWZY%4NZW+Q@JW—WZYD
= ixQ@JU+Q@JQ—QwJ3—MZJ»

car les deux termes centraux sont nuls

1 _ _
= —QZ-Z,Y+Y
U2 -2 +7)

= w(Z%yl)

Reprenant les derniers caleuls, w(zy,y1) = 3Re(QZ,Y)) et w(z1,y2) = 3Im(QZ,Y)). Ainsi
Q(Z,Y) # 0 car sinon la matrice de w dans la base 2 serait nulle donc non inversible, w ne
serait pas symplectique.

Lorqu’on remplace Y par Y’ = £Y avec £ non nul, Y’ reste un vecteur propre de U associé a A et
indépendant de Z, et on a :

w(z1,ys) = %Re(fQ(Z, Y)) et w(z1,ys) = %[m(ﬁQ(Z, Y))

Il suffit donc de poser £ =

ﬁ% pour avoir |w(z1,y)) = —1 et w(zy,y5) =1}
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16. Posons 7 = |\| > 0 (car z est imaginaire) et soit § € R tel que A = re~%.

Comme U est réelle,

UZy, = Re(UZ)= Re(\Z) =rRe((cost —isinb)(Z, +1iZy)) = r(cos(0)Z, + sin(0)Zs)

UZy = Im(UZ)=Im(\Z) =rIm((cost —isin®)(Z, +iZy)) = r(—sin(0)Z; + cos(0)Zs)

UY; = Re(UY)= Re(\Y) =rRe((cosf —isind) (Y] 4+ iY3)) = r(cos(0)Y; — sin(0)(—Y3)
U-Y;) = —Im(UY)=—Im(\Y) = —rim((cosf —isinf)(Y; + iYs)) = r(sin(0)Y; + cos(0)(—Y>))

Donc [Mat z(u) =r ( By 0 ) .

0 Ry

Par les questions 14) et 15), | Mat ;(w) = J4 |

Rappelons qu’on a établi en 10) que u = ¢! 0 p,, et en 3)d) que pour toute base B de FE, on a
Mate@,gg* (Sow) = —Mat,;;(w).
Ainsi

1 0 —I Ry 0 0 A
MaQWQZ:jM%dMM%@W*:CQ f)r(; Rw):T(RQ 00)

Jusqu’a la fin de cette partie, on ne fait plus d’hypothese sur la dimension de E ni sur I’endomorphisme
u. On considere un polynéme P € R[X] annulateur de u et une décomposition P = P; --- P,, ou r € N*
et Pp,..., P, sont des polynomes premiers entre eux deux a deux dans R[X]. On note F; = Ker [P;(u)]
pour j=1,....7.

17. Comme Pi,..., P, sont deux a deux premiers entre eux et leur produit annule u, on a par le
théoreme de décomposition des noyaux : ’E =F&---aF,

De plus |les Fj sont stables par u | en tant que noyaux de polynomes en u, qui commutent avec u.

18. Soient j et k appartenant a {1,...,r} et distincts.

Par récurrence immédiate, on montrer que pour tout p € N, u? € S (défini & la question 10) et on
en déduit que tout polynome en u appartient a S.

Soient x € Fj et y € Fj,.

0=w(0p,y) = w(Pi(u)(x),y) = w(z, Pi(u)(y))

Or Fj est u-stable donc Pj(u)-stable. Notant v 'endomorphisme de Fj induit par Py(u), on a
kerv = F;NF;, = {Og}. Ainsi v est injectif. Cormme F} est de dimension finie, v est aussi surjectif.
Ainsi

Ve e F;Vz e b, w(x,z)=0

ce qui prouve que | Fj, C F}7 |

Remarquons que pour tous z,y € F,
wi(z, u(y)) = wlu(@),uly)) = ww?(2),y) = wi(u(z),y)

donc |u € &1 |ou S est défini comme S, mais en remplagant w par wy.
Donc le raisonnement précédent s’applique aussi a wy : Fj, C F;’l.
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19.

20.

Par la question précédente, F}’ D @jy;Fy. De plus les deux membres de cette inclusion ont méme
dimension n — dim F par la question 7)d) et car £ est somme directes de tous les Fj.

Ainsi | F = @zl et done FP N Fy = {0g} |

D’apres la question 7)b), |la restriction de w a F ]2 est symplectique |

Le méme raisonnement ’s’applique aussi a wq ‘

On suppose que le polynome caractéristique de u est a racines au plus doubles dans C.
Donc yx,, s’écrit

Xu=PFP1...P,.
ou les P; sont deux & deux premiers entre eux et soit des irréductibles de R[X] soit des carrés
d’irréductibles de R[X].
Par le théoreme de Cayley-Hamilton et les trois questions précédentes, E est somme directe des
F; = Ker(P;(u) et les restrictions de w et wy a chacun des Fj2 sont symplectiques.

D’apres la question précédente et la question 4), les F; sont de dimension paire.

Montrons que pour tout j € [1,7], dim F; = deg(P;).

Notons U la matrice de u dans une base quelconque B de F.

Quitte & permuter les P;, on peut supposer que pour j < s, P; = (X — ;)™ avec a; réel et
m; € [1,2] et pour s < j <7, Pj= (X = \;)7(X = \;)™ avec \; imaginaire et m; € [1,2] les ay,
Aj et \; étant 2 a 2 distincts.

La décomposition xy = x, en irréductibles de C[X] est alors

Xo = (X — a))™ . (X = )™ (X — Aord)™ (X = Agrt)™ . (X — A)™

es sous-espaces caractéristiques complexes ker — oy ..., ker — ont alors pour
L t t ) k(cU m1’ 71{ (CU /\TmT t al
dimensions my, my, ..., m.,m, (en calculant y, dans une base obtenue en concaténant des bases
des sous-espaces caractéristiques).

De plus pour tout j €]]s, 7], le sous-espace complexe kere(P;(U)) est somme directe des sous-
espaces caractéristiques ker(U — \;)™ et ker(U — ;)™ (par décomposition des noyaux) donc sa
dimension complexe est 2m;.

Le sous-espace réel kerg(P;(u)) a alors pour dimension (réelle) 2m; car 'application (X,Y)
X +14Y réalise un isomorphisme de R-espaces vectoriels de (kerg(P;(u)))? dans kerc(P;(U)).

De méme les sous-espaces réels kerg P;(U) ont pour dimension m; pour j < s.

On en déduit que les dimensions de Fi,..., F,. sont my,...,mg, 2mgyq,...,2m,. Etant tous de

dimension paire, leur dimension est |2 ou 4 |.
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