MP1 / MP2 Devoir surveillé 6 2022 - 2023

L utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
Le sujet est composé d’un exercice et d’un probleme.

Exercice

Une partition d’un ensemble E est un ensemble P de parties toutes non vides de E, 2 a 2 disjointes et
de réunion F.

Par exemple pour E = {1,2} les partitions sont {{1,2}} et {{1},{2}}.

On note T}, le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments. Ainsi Ty =T = 1 et T, = 2.

1. Donner les partitions de {1,2,3}. En déduire Ts.

n
2. Montrer que pour tout entier n, )41 = Y (Z) Ty.

En déduire que pour tout entier n, T,, < n!l.

On considére la série entiere » %x” Justifier que son rayon de convergence R n’est pas nul.
n>0

5. Montrer que pour z €] — R, R|,

6. En déduire que pour tout n € N
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Probleme (X-ENS MP 2017)

Dans tout le probleme
— F est un R-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
— 1Id est I'application identité sur E : Id(z) = x pour tout = € E,
— Z(FE) est l'algebre des endomorphismes de F,
— GL(FE) est le groupe des automorphismes de F,
— FE* = Z(E,R) est 'espace vectoriel des formes linéaires sur E,
— A(FE) est I'espace vectoriel des applications w : F x E — R qui sont bilinéaires et antisymétriques,
c’est-a-dire qui vérifient, quel que soit (x,y,2) € E? et quel que soit A € R,
w(AT +y,2) = (7, 2) +w(y, 2), w(@, Ay +2) = (r,y) +w(z,2),
W(l’, y) = —W(y7 ZL’)
Pour tout w € A(E) et x € E, on note w(z, -) la forme linéaire définie par
w(z,): E—-R
y— w(,y)
Pour tout w € A(E), on note ¢,, 'application linéaire définie par
v,: FE—FE*
= w(z,-)
Un élément w de A(F) est appelé forme symplectique sur E si ¢, est un isomorphisme de E sur E*.
On note
— M, (R) 'algebre des matrices carrées de taille n a coefficients réels,
— GL,(R) le groupe des matrices inversibles de taille n a coefficients réels,

— [, la matrice unité de taille n,
— lorsque n est pair, J, la matrice carrée de taille n définie par blocs

0 —In

— det l'application déterminant sur .#,(R),
— M la transposée de la matrice M.
On identifie tout élément de . (R) & un nombre réel.

Partie | : Bases symplectiques

1. Montrer que la dimension de ’espace vectoriel £* vaut n.
2. Montrer que w(z,z) = 0 pour tout w € A(E) et pour tout z € E.
3. Soit w e A(F) et = (by,...,b,) une base de F.

a) Montrer qu'il existe une unique matrice M € .#,,(R), dont on précisera les coefficients, telle que
pour tout (x,y) € E? w(z,y) = X" MY ou X,Y € R" sont les matrices colonnes représentant
respectivement x et y dans la base 4 :

x=|: | v=

Ln Yn

On notera alors M = Matg(w).



b) Montrer que M est antisymétrique, c’est-a-dire que M = —M.
c) Montrer que l'espace vectoriel A(FE) est de dimension 1 lorsque E est de dimension 2.

d) Montrer I’équivalence entre les trois énoncés suivants.
(&1) : w est une forme symplectique sur F.
(&2) : Pour tout x € E\{0}, il existe y € E tel que w(z,y) # 0.
(€3) : Maty(w) est inversible.

4. Montrer que, s’il existe une forme symplectique sur F, alors E est de dimension paire.
Dorénavant, jusqu’a la fin du probléeme, n est un entier pair > 2.
5. Montrer que 'application wq définie par
wo: R*"xR" — R
(X,)Y) = XTJLY
est une forme symplectique sur R".

Jusqu’a la fin de cette partie, on fixe une forme symplectique w sur F. Le but des questions 6 a 9 est de
montrer qu’il existe une base & de E telle que Maty(w) = J,

6. Traiter le cas ou E est de dimension 2 .

7. Soit F' un sous-espace vectoriel de F.

a) Montrer que, pour toute forme linéaire u : F' — R, il existe une forme linéaire @ : £ — R dont
la restriction a F' coincide avec u. On note F* le sous-espace vectoriel de £ défini par
F*={zxe E:Vye Fwxy) =0}

et ¥ application linéaire définie par

lﬁpl E — F*

T = @w(x”F

ou @, (z)|p est la restriction de ¢, (z) & F.

b) Montrer que la restriction de w a F' x F' est une forme symplectique sur F' si et seulement si
FnFY={0}.

¢) Quels sont le noyau et I'image de g ?
d) Montrer que dim(F) + dim (F*) = dim(E).

e) Montrer que, si la restriction de w & F' x F est une forme symplectique sur F', alors £ = F @ F*
et la restriction de w a F“ x F* est une forme symplectique sur F*.

8. Montrer par récurrence qu’il existe une base % de E telle que

Jo 0 - 0
Mat z(w) = 0 J
. S
0 0 Jy

9. Conclure.
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Partie 1l : Réduction simultanée

Dans cette partie on fixe deux formes symplectiques w et w; sur E.
10. Montrer qu’il existe un unique v € GL(E) tel que wi(z,y) = w(u(z),y) pour tout (z,y) € E%
Montrer alors que u appartient a ’ensemble . défini par
= {ue GL(E) : ¥(a,y) € B w(z,u(y)) = w(u(z),y)} .

Dans les questions 11 a 16, on suppose que F est de dimension 4.
11. Soit # une base de E telle que Matg(w) = Jy. Soit U € .#4(R) la matrice de u dans la base A.
a) Quelle relation y a-t-il entre les matrices Jy et U ?

b) Montrer qu’il existe N € .#5(R) et «, 5 € R tels que U = ( N aJy >

BJa NT
¢) Déterminer, en fonction de N, et (B les coefficients du polynéme 7T défini par T(X) =
det (N — X 13) + af. Montrer que T' est un polyndéme annulateur de U.

Dans les questions 12 a 16, on suppose que u n’admet aucune valeur propre réelle.
Le but des questions 12 & 16 est de montrer qu’il existe une base % de E,r > 0 et § € R\7Z tels que

() — _ _ 0 —R_g . [ cos@ —sinf
Mat(w) = Ji ot Mat%(wl)—r(Re i >0u39_<8m9 sin )

12. Montrer que U est diagonalisable sur C. En déduire qu’il existe A € C\R et des vecteurs Z et Y
de C* linéairement indépendants sur C tels que UZ = \Z et UY = \Y'.
13. Soient Z;, Zy, Y1, Y, des vecteurs de R* tels que Z = Z;+iZy et Y = Y, +iYs. Soient (21, 22, y1,92) €

E* de coordonnées respectives 7y, Z,, Y, Yy dans la base . Montrer que % := (21, 22, Y1, —¥2) est
une base de F.

14. Montrer que
w(z1,20) =w (y1,92) =0
w(z1,41) = —w (22, 92)
w (21, 92) = w (22, 91)

15. Montrer que, quitte a remplacer Y par &Y avec £ € C\{0} bien choisi, on a w(z1,y1) = —1 et

w (21, 92) = 0.
Sl s Ry O
16. Montrer qu'il existe r > 0 et § € R\7Z tels que Mat z(u) =r 0 R :
-0
Conclure.

Jusqu’a la fin de cette partie, on ne fait plus d’hypothese sur la dimension de E ni sur I’endomorphisme
u. On considére un polynéme P € R[X] annulateur de u et une décomposition P = Py --- P,, ou r € N*
et Pp,..., P, sont des polyndmes premiers entre eux deux a deux dans R[X]. On note F; = Ker [P;(u)]
pour 7 =1,...,7.
17. Montrer que £ = F; @ --- @ F,. et que Fj est stable par u pour j =1,...,7.
18. Montrer que, pour tous j et k appartenant a {1,...,r} et distincts, on a Fy, C F}’ et Fy, C F}™ (la
notation F* est définie en question 7).
On dit alors que F, ..., F, sont deux a deux orthogonaux pour w et pour w.
19. En déduire que, pour tout j € {1,...,r}, les restrictions de w et wy a F; x F; sont des formes
symplectiques sur Fj.
20. On suppose que le polyndéme caractéristique de u est a racines au plus doubles dans C. Montrer
que FE est la somme directe de sous-espaces de dimension 2 ou 4 , deux a deux orthogonaux pour
w et wy, et sur lesquels les restrictions de w et w; sont des formes symplectiques.
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