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Exercice I

Pour tout entier naturel 𝑛 ⩾ 1 on pose 𝑎𝑛 = (−1)𝑛+1
𝑛(2𝑛+1) . On considère la série entière

∑
𝑛⩾1

𝑎𝑛𝑥
2𝑛+1 et on note 𝑓

sa somme.

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entière. On le notera 𝑅.

Notons 𝑅 le rayon de convergence de la série entière
∑
𝑛⩾1

𝑎𝑛𝑥
2𝑛+1

Soit 𝑥 ∈ R∗
+. On voit que |𝑎𝑛 |𝑥2𝑛+1 = 𝑥2𝑛+1

𝑛(2𝑛+1) ∼
𝑛→+∞

𝑥2𝑛+1

2𝑛2 .

Si 𝑥 > 1, la suite (|𝑎𝑛 |𝑥2𝑛+1)𝑛⩾1 tend vers +∞. Elle n’est pas bornée donc 𝑥 ⩾ 𝑅. Ceci étant vrai
pour tout 𝑥 > 1, on a 𝑅 ⩽ 1.
Si 𝑥 < 1, la suite ( |𝑎𝑛 |𝑥2𝑛+1)𝑛⩾1 tend vers 0. Elle est bornée donc 𝑥 ⩽ 𝑅. Ceci étant vrai pour tout
𝑥 < 1, on a 𝑅 ⩾ 1.
Finalement 𝑅 = 1
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2. Soit 𝑥 ∈] − 𝑅, 𝑅 [ déterminer 𝑓 ′(𝑥).

Par dérivation terme à terme dans l’intervalle ouvert de convergence, pour tout 𝑥 ∈] − 1, 1[,

𝑓 ′(𝑥) =
+∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1
𝑛

𝑥2𝑛 = ln(1 + 𝑥2)
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3. En déduire la valeur de 𝑓 (𝑥) pour 𝑥 ∈] − 𝑅, 𝑅 [.

Pour déterminer 𝑓 , on va intégrer 𝑥 ↦→ ln(1 + 𝑥2) sur ] − 1, 1[. Comme 𝑓 (0) = 0, on cherche la
primitive qui s’annule en 0. Par intégration par parties, pour 𝑥 ∈] − 1, 1[,∫ 𝑥

0
ln(1 + 𝑡2)𝑑𝑡 =

[
𝑡 ln(1 + 𝑡2)

]𝑥
0 − 2

∫ 𝑥

0

𝑡2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡

= 𝑥 ln(1 + 𝑥2) − 2
∫ 𝑥

0
𝑑𝑡 + 2

∫ 𝑥

0

1
1 + 𝑡2

𝑑𝑡

= 𝑥 ln(1 + 𝑥2) − 2𝑥 + 2 arctan(𝑥)
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4. Calculer
+∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 .

Pour 𝑥 = 1, on étudie la série
∑
𝑛⩾1

𝑎𝑛𝑥
2𝑛+1. Comme |𝑎𝑛 | = 1

𝑛(2𝑛+1) ∼
𝑛→+∞

1
2𝑛2 , par comparaison pour

les séries à termes positifs, la série
∑
𝑛⩾1

|𝑎𝑛 | converge ; cela montre que la série
∑
𝑛⩾1

𝑎𝑛 est absolument

convergente donc convergente.
On peut appliquer le théorème d’Abel radial,

+∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑥→1−

𝑓 (𝑥) = ln(2) − 2 + 2
𝜋

4
= ln(2) − 2 + 𝜋

2
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Exercice II
On considère 𝐸 = M2(R) muni du produit scalaire canonique

∀(𝑀, 𝑁 ) ∈ 𝐸2, (𝑀 |𝑁 ) = tr(𝑀⊤𝑁 )

On pose 𝐹 =

©«
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎

ª®¬ , (𝑎,𝑏) ∈ R2

.
1. Déterminer une base puis une base orthonormée de 𝐹⊥.

Notons 𝐴 = ©«
0 1

−1 0

ª®¬. On a alors 𝐹 = Vect(𝐼2, 𝐴). Soit𝑀 matrice𝑀 = ©«
𝑥 𝑦

𝑧 𝑡

ª®¬.
𝑀 ∈ 𝐹⊥ ⇐⇒ 𝑀 ⊥ 𝐼2 et𝑀 ⊥ 𝐴

⇐⇒ 𝑥 + 𝑡 = 0 et 𝑦 − 𝑧 = 0

On en déduit que

𝐹⊥ =

©«
𝑥 𝑦

𝑦 −𝑥
ª®¬ , (𝑥,𝑦) ∈ R2

 = Vect(𝑈 ,𝑉 )

où

𝑈 = ©«
1 0

0 −1
ª®¬ et 𝑉 = ©«

0 1

1 0

ª®¬
La famille (𝑈 ,𝑉 ) est une base de 𝐹⊥. De plus (𝑈 |𝑉 ) = 0, il suffit donc de normer les vecteurs. On
en déduit que (�̃� , �̃� ) est une base orthonormée de 𝐹⊥ où �̃� = 1√

2
𝑈 et �̃� = 1√

2
𝑉 .
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2. Calculer la projection orthogonale de 𝐽 = ©«
1 1

1 1

ª®¬ sur 𝐹⊥.

Si on note 𝑝𝐹⊥ la projection orthogonale sur 𝐹⊥. On a alors

𝑝𝐹⊥ (𝐽 ) = (𝐽 |�̃� )�̃� + (𝐽 |�̃� )�̃� =
1
2
(0𝑈 + 2𝑉 ) = 𝑉
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3. Calculer la distance de 𝐽 à 𝐹

D’après le cours, si on note 𝑝𝐹 la projection orthogonale sur 𝐹 ,

𝑑 (𝐽 , 𝐹 ) = | |𝐽 − 𝑝𝐹 (𝐽 ) | | = | |𝑝𝐹⊥ (𝐽 ) | | =
√
2
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Exercice bonus

Soit 𝐴 ∈ 𝑂𝑛 (R).
1. Montrer que

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑖=1

|𝐴[𝑖, 𝑗] | ⩽ 𝑛
√
𝑛

Soit𝑀 la matrice de M𝑛 (R) dont tous les coefficients valent 1 ou 1. Plus précisément on pose

∀(𝑖, 𝑗) ∈ [[ 1 ; 𝑛 ]]2 , 𝑀 [𝑖, 𝑗] =


1 si 𝐴[𝑖, 𝑗] ⩾ 0

−1 sinon

On en déduit que

(𝐴|𝑀) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝐴[𝑖, 𝑗]𝑀 [𝑖, 𝑗] =
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

|𝐴[𝑖, 𝑗]

Il suffit alors d’utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

(𝐴|𝑀) ⩽ | |𝐴| |.| |𝑀 | | =

√√√ 𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝐴[𝑖, 𝑗]2.

√√√ 𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑀 [𝑖, 𝑗]2 =

√√
𝑛∑
𝑖=1

1.

√√√ 𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

1 =
√
𝑛3 = 𝑛

√
𝑛
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2. Montrer que ����� 𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑖=1

𝐴[𝑖, 𝑗]
����� ⩽ 𝑛

Soit 𝑋 ∈ M𝑛,1(R) dont toutes les coordonnées valent 1, on voit que

∀𝑖 ∈ [[ 1 ; 𝑛 ]] (𝐴𝑋 ) [𝑖] =
𝑛∑
𝑗=1

𝐴[𝑖, 𝑗]𝑋 [ 𝑗] =
𝑛∑
𝑗=1

𝐴[𝑖, 𝑗]

et donc ����� 𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑖=1

𝐴[𝑖, 𝑗]
����� = ��𝑋⊤𝐴𝑋

�� = |⟨𝐴|𝐴𝑋 ⟩| ⩽ | |𝑋 | | × | |𝐴𝑋 | |

où ⟨.|.⟩ désigne le produit scalaire canonique sur M𝑛,1(R) et | |.| | la norme euclidienne associée.
On voit alors que

| |𝐴𝑋 | | =
√
⟨𝐴𝑋 |𝐴𝑋 ⟩ =

√
(𝐴𝑋 )⊤𝐴𝑋 =

√
𝑋⊤𝐴⊤𝐴𝑋 =

√
𝑋⊤𝑋 = | |𝑋 | | =

√
𝑛

On obtient bien que ����� 𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑖=1

𝐴[𝑖, 𝑗]
����� ⩽ (

√
𝑛)2 = 𝑛
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