MP2 Rappels d’analyse asymptotique 2022 - 2023

1. Equivalents

Soit (uy) et (v,) deux suites. On suppose qu’elles ne s’annulent pas a partir d’un certain rang.

Un

1. On dit que (uy) et (vy) sont équivalentes et on note (u,) ~ (v,) si 2> — 1.

2. On dit que (u,) est négligeable devant (v,) et on note (u,) = 0(v,) si = — 0.

3. On dit que (uy,) est dominée par (v,) et on note (u,) = O(vy) si (Z—:) est bornée.

Remarque : L’hypothése de non annulation a partir d’un certain rang et juste une hypothése technique
qui sera vérifiée dans la treés grande majorité des cas étudiés. Elle sert a définir la suite de terme général Z—: a
partir d’un certain rang. On peut cependant traiter le cas général en introduisant une suite (&,) qui va « jouer
le role » de la suite de terme général Z—: Plus précisément :

— Les suites (u,) et (v,) sont équivalentes s’il existe une suite (¢,) tendant vers 1 telle que pour n assez
grand, u, = v, X &,.

— On a u, = o(v,) s’il existe une suite (&,) tendant vers 0 telle que pour n assez grand, u, = v, X &,.

— On a u, = O(v,) s’il existe une suite (¢,) bornée telle que pour n assez grand, u, = v, X &,.

Proposition (Propriétés de la relation d'équivalence)

1. La relation d’équivalence est une relation d’équivalence : symétrie, réflexivité, transitivité

2. Siu, ~ vy, les suites (uy,) et (v,) sont de méme signe a partir d’'un certain rang.

. Un
3. Siu, ~ v, etu), ~ v, alors uyu, ~ v,0;, et — ~ —
u

N

’
n
. Siu, ~ v, et o est un réel fixé alors u; ~ vy,

ul

. Siv, = o(uy,) alors u, + v, ~ u,

Démonstration : Toutes ces propriétés découlent directement des régles de calculs sur les limites.

— ATTENTION |

— On ne peut pas élever un équivalent a une puissance qui dépend de n. Par exemple 1+ % ~1
. 1\n - . . 1\ _
mais (1+ )" + 1" puisque lim (1+2)" =e

— On ne peut pas composer (a gauche) des équivalents. Par exemple n* ~ n? +n mais f(n?+n)
n’est pas nécessairement équivalent a f(n?) par exemple si f : x > €.
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2. Croissances comparées

Proposition (Croissances comparées)

1. En +oo : Soit @, f et y trois réels strictement positifs, (Inx)? = o (x%) etx*= o (e¥).
X—+00 X—+00

2. En 0 : Soit @, f deux réels strictement positifs, | Inx|f = o . (x7%).
X—

Remarques :

1. Les croissances comparées permettent de comparer des termes qui tendent vers +co. En passant a
I'inverse on peut comparer des termes qui tendent vers 0.

2. Sionnote f << g le fait que f soit négligeable devant g en +oo, la premiére des deux croissances
X—+00

comparées devient
(Inx)? << x% << e*
X—>+00 X—+00
3. On peut résumer ces croissances comparées en disant que les logarithmes « perdent » devant les fonc-
tions puissances et que les fonctions puissances « perdent » devant les exponentielles. Ici le terme
« perdre » signifie que deux fonctions amenent une somme ou un produit a un comportement antago-
niste, on néglige le comportement de la fonction qui « perd ».

Exemples :
1. Sion étudie lim+ x In(x). La fonction puissance x +— x veut faire tendre vers 0 et la fonction x — In(x)
x—0

veut faire tendre vers I'infini (en 'occurence —o0). C’est la fonction puissance qui « gagne » c’est-a-dire
que lim xIn(x) = 0.
x—0*

Cela s’écrit avec le signe o en disant que In(x) = o . (x71).
X—

3 x

2. Onétudie lim x*¢~V*.Lafonction puissance x — x” veut faire tendre vers +oo et la fonction x — e VX

X—>+00

veut faire tendre vers 0. C’est la fonction exponentielle qui « gagne » c’est-a-dire que lim x3e V¥ =0,

X—>+00

Pour le justifier précisément on commence par poser X = v/x pour se ramenera lim X% X, On utilise

X—+0c0

alors que X® = o (e%). Cela montre que

X —+00

X

Exercice : Soit n € N. Déterminer la limite de x"e™ en +oo en la justifiant.
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3. Equivalents et somme

Il faut faire attention quand on veut faire « des sommes d’équivalents ». Le principe de 1’équivalent est
de garder le terme prédominant d’'un développement asymptotique de la suite. Dans le cas d’'une somme (ou
d’une différence) ces termes prédominants peuvent se compenser, il faut alors regarder les termes suivants.

Regardons comment calculer des équivalents des termes suivants : In(1+ %) +4 In(1+1)+1 In(1+3)-1
n n n n n

etIn(1+ %) + ﬁ
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4. Développements limités
Soit I un intervalle et a un point intérieur a I. Soit n € N et f une fonction définie sur 1. On dit que f
admet un développement limité a l'ordre n en a s’il existe (ag, ay, . . ., a,) € R™! tel que :
Vxel, f(x)=ap+a1.(x—a)+---+ap.(x—a)"+ o ((x—a)?)
X—a
Pour a = 0, f admet un développement limité a l'ordre n en 0 s’il existe (ag, as, ..., a,) € R™! tel

que :
Vxel, f(x)=ap+a;x+--+a,x"+ o (x")
x—0

Proposition (Développements limités usuels en 0)

— La fonction x > e* est de classe €™ sur R. Elle admet des développement a tout ordre en 0

et, pour toutn € N :
2 n

X X
e =1+x+—+--+—+o(x")
2! n!

— Les fonctions x — chx et x — shx sont de classe € sur R. Elles admettent des dévelop-
pements a tout ordre en 0 et, pour toutn € N :

2 2n 3 x2n+l

x x
Chx:1+§+-~+—+o(x2"+1) et shx=x+—+---

2n+2
+——— +o(x
2n! 3! (2n+1)! ( )

— Les fonctions x + cos x et x > sin x sont de classe €™ sur R. Elles admettent des dévelop-
pements a tout ordre en 0 et, pour tout n € N :

2 2n 3 x2n+1

x x x
cosx = 1——+---+(=1)"=— +0o(x*""!) et sinx =x—=—+---+(-1)"— +o0(x*"**
21 () o o™ 3 (-1 (2n +1)! S

— La fonction x +— In(1 + x) est de classe € sur | — 1, +oo[. Elle admet des développements
a tout ordre en 0 et, pour toutn € N :

x? x"
Vx > -1, In(1+x) =x - St (-1)"1 = 4+ o(x")
n

— Soit @ € R, la fonction x +— (1 + x)* est de classe > sur | — 1,+oo[. Elle admet des
développements a tout ordre en 0 et, pour tout n € N :

a(a—l)x2+_”+af(a—1)---(‘(x—n+l)x”

Vx>-1, (1+x)=1+ax+
2! n!

+o(x")

En particulier, Vx > —1,

1 x x?
T:l—x+x2+~'+(—1)"x”+o(x") et Vl+x:1+5—§+o(x2)
x
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Remarque : Les développements limités de arctan, arccos et arcsin en 0 s’obtiennent par intégration du

développement de leur dérivée.

4. Exercices équivalents

Déterminer des équivalents simples des termes suivants quand n tend vers +oco

3n +In(n)
31 4 2n
. 1
2. nsm( )
nlnn
3. Vn2—=n+1-n
n®+1
4. In

n2 —

5. Exercices développements limités

5. cos(1/n) —

6. exp(n + n?)
n! + ncos(n)

n+1 9. In(cos(1/n?))
n

10. Vnt+3n—-1
11 ! 1
" 1-sin(1/n)

n+n+1\"
12. | ——
n—n+1

Déterminer le développement limité de la fonction donnée en a et a 'ordre n

sinx+xcosx;a=0;n=3
eIn(1+x);a=0;n=3
Vi+x2+cos’x;a=0;n=4

In(1+sinx); a=0;n=3
coS X

A

—;a=0;n=3
1+sinx

Vi+e¥;a=0;n=3
1 1

7. —— =
X sinx

o

;a=0;n=3

8. cos(x);a=mn/3;n=3

9. In(In(x)); a=e; n=3
1
10. arctanx++—'a:O;n:3

11. (Cosx)smx; a=0;n=3

X dt
12. —;a=0;n=5
o 1+t
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CORRIGE
3. Exercices équivalents
3n+1In(n) 3n n+1 1 ) 1
1], ———— 2 = 5. cos(1/n) — ~—— 9. In(cos(1/n%)) ~ ——
L (fm ==~ = (cos(1/n) ~ =
2 nsin L 6. exp(n +n?) ~ exp(n + n?) 10. Vnt+3n—1~n*/3
nlnn Inn
1 ; n!'+ncos(n) (n-1)! 1 1 11
3. '\/nz—n+1—n~—5 " ninlnn  Inn " 1-sin(1/n) "
n®+1 2 nlr+1 1 n+n+1\" 9
4. In ~ — 8. tan ~ = 12. | ——| ~e
n? -1 n? n n n—-n+1

4. Exercices développements limités

2
1. sinx+xcosx=x—§x3+o(x3)
1o, 13 3
2. exln(1+x):x+5x +§x +o0(x>)

1 1
3. Vi+x2+cos’x=2— §x2+§x4+o(x4)

1 1

4. In(1+sinx) = x — Exz - gx3 +o(x®)
CcoS X 1 1

5, ———— =1-x+-x?—=x*+0(x%)
1+sinx 2 3

1 3 7
6. Vi+ter =vV2+ —x+ ——x%+
2v2  16V2 102442

x3 +o0(x?).

1 1 1 7
7. == —— =—x— —x° +0(x%)
X sinx 6 360
V3 1 V3
8. cos(x) == — —(x-Z)—-(x—Z%)+—(x-Z) +o((x - 2)?).
(x)=5-— -3 - 76-3)"+—x=-3)+ol(x-3)°)

9. In(In(x)) = é(x —e)— elz(x —e)+ é(x —e) +o((x—e)?)

1
10. arctanx + =1+x—-x%- §x3 +0(x%)

+ x2

: 1
11. (cosx)s™* =1 — 5x3 +0(x?)

*odt 1 1
12./ —— =x— x>+ x> +0(x?).
o 1+t 27 73
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