
MP2 Théorème de Weierstrass - Corrigé 2022 – 2023

1. Soit 𝑥 ∈ [0, 1] et 𝑛 ∈ N. D’après, la formule du binôme de Newton.

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = (𝑥 + (1 − 𝑥))𝑛 = 1

2. Soit 𝑥 ∈ [0, 1] et 𝑛 ∈ N∗. Pour tout 𝑦 ∈ R, la formule du binôme donne

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘 = (𝑥 + 𝑦)𝑛

En dérivant (par rapport à 𝑥 ) on a

𝑛∑
𝑘=1

(
𝑛

𝑘

)
𝑘𝑥𝑘−1𝑦𝑛−𝑘 = 𝑛(𝑥 + 𝑦)𝑛−1

En multipliant par 𝑥 et en prenant 𝑦 = 1 − 𝑥 on obtient bien

𝑛∑
𝑘=0

𝑘

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑘

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 𝑛𝑥

De plus la formule est aussi vraie pour 𝑛 = 0.

3. La encore la formule est clairement vraie pour 𝑛 = 0 et 𝑛 = 1. Pour le cas général, on repart de la
formule obtenue au début de la question précédente. En dérivant deux fois on a

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑘 (𝑘 − 1)𝑥𝑘−2𝑦𝑛−𝑘 = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑥 + 𝑦)𝑛−2

et donc, en multipliant par 𝑥2 et en posant 𝑦 = 1 − 𝑥 ,

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑘 (𝑘 − 1)𝑥𝑘 (1 − 𝑦)𝑛−𝑘 =

𝑛∑
𝑘=2

(
𝑛

𝑘

)
𝑘 (𝑘 − 1)𝑥𝑘 (1 − 𝑦)𝑛−𝑘 = 𝑛(𝑛 − 1)𝑥2

En écrivant 𝑘2 = 𝑘 (𝑘 − 1) + 𝑘 et en utilisant la question précédente, on obtient

𝑛∑
𝑘=2

𝑘2
(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 𝑛𝑥 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑥2

4. Soit 𝑥 ∈ [0, 1] et 𝑛 ∈ N

𝑛∑
𝑘=0

(𝑘 − 𝑛𝑥)2
(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 =

𝑛∑
𝑘=0

𝑘2
(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 − 2𝑛𝑥

𝑛∑
𝑘=0

𝑘

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 + 𝑛2𝑥2

= 𝑛𝑥 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑥2 − 2(𝑛𝑥)2 + 𝑛2𝑥2

= 𝑛𝑥 (𝑥 − 1)

On sait que la fonction 𝑥 ↦→ 𝑥 (1−𝑥) atteint son maximum en 𝑥 = 1
2 . On peut donc poser𝐶 = 1

4 et on a

𝑛∑
𝑘=0

(𝑘 − 𝑛𝑥)2
(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ⩽ 𝑛
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Remarque : On peut traiter ces questions différemment. On introduit une variable aléatoire 𝑋 sur un
espace probabilisé (Ω,A , 𝑃) qui suit la loi B(𝑛, 𝑥). On obtient alors le résultat de la question 1) en disant

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 =

∑
𝑘∈𝑋 (Ω)

𝑃 (𝑋 = 𝑘) = 1

On obtient le résultat de la question 2) en disant que

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑘𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 𝐸 (𝑋 ) = 𝑛𝑥

Pour finir la question 4) s’obtient en voyant que

𝑛∑
𝑘=0

(𝑘 − 𝑛𝑥)2
(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 𝐸 ((𝑋 − 𝐸 (𝑋 ))2) = 𝑉 (𝑋 ) = 𝑛𝑥 (1 − 𝑥)

5. La fonction 𝑓 est continue sur le segment [0, 1] (qui est donc compact). D’après le théorème de Heine,
elle est uniformément continue donc, pour tout 𝜀 > 0, il existe 𝛼 > 0 tel que

∀(𝑥,𝑦) ∈ [0, 1]2, |𝑥 − 𝑦 | ⩽ 𝛼 ⇒ |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | ⩽ 𝜀.

6. Soit 𝑥 ∈ [0, 1] et 𝑛 ∈ N,

|𝐵𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | =

������©«
∑

𝑘∈[[0,𝑛]]

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 𝑓

(
𝑘

𝑛

)ª®¬ − 𝑓 (𝑥)

������
=

������ ∑
𝑘∈[[0,𝑛]]

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘

(
𝑓

(
𝑘

𝑛

)
− 𝑓 (𝑥)

)������ d’après 1)
⩽

∑
𝑘∈𝑋

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘

����𝑓 (
𝑘

𝑛

)
− 𝑓 (𝑥)

���� +∑
𝑘∈𝑌

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘

����𝑓 (
𝑘

𝑛

)
− 𝑓 (𝑥)

����
⩽ 𝜀

∑
𝑘∈𝑋

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 +

∑
𝑘∈𝑌

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘

(����𝑓 (
𝑘

𝑛

)���� + |𝑓 (𝑥) |
)

⩽ 𝜀 + 2| |𝑓 | |∞
∑
𝑘∈𝑌

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘

La dernière ligne vient du fait que∑
𝑘∈𝑋

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ⩽

∑
𝑘∈[[0,𝑛]]

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 1

7. On remarque alors que∑
𝑘∈𝑌

(𝑘 − 𝑛𝑥)2
(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ⩽

∑
𝑘∈[[0𝑛]]

(𝑘 − 𝑛𝑥)2
(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ⩽ 𝑛

4
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Donc, par définition de 𝑌 , si 𝑘 ∈ 𝑌 ,
(𝑘 − 𝑛𝑥)2
𝑛2𝛼2 ⩾ 1 d’où

∑
𝑘∈𝑌

(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ⩽ 1

𝑛2𝛼2

∑
𝑘∈𝑌

(𝑘 − 𝑛𝑥)2
(
𝑘

𝑛

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ⩽ 1

4𝛼𝑛

Il existe donc un entier 𝑁 tel que, pour 𝑛 ⩾ 𝑁 , 1
4𝛼𝑛 ⩽ 𝜀 et donc |𝐵𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | ⩽ 2𝜀. Ceci étant vrai

pour tout 𝑥 ∈ [0, 1],
| |𝐵𝑛 − 𝑓 | |∞ ⩽ 𝜀

On vient donc de montrer que (𝐵𝑛)
| |.| |∞−→ 𝑓 .

8. Soit 𝑓 une fonction continue sur 𝐼 = [𝑎,𝑏]. Soit𝑢 : 𝑡 ↦→ 𝑎+𝑡 (𝑏−𝑎) qui est une fonction continue de [0, 1]
dans [𝑎,𝑏]. La fonction 𝑔 = 𝑓 ◦𝑢 est continue sur [0, 1]. Il existe donc (𝑃𝑛) qui converge uniformément

vers 𝑔 sur [0, 1]. Soit 𝑣 = 𝑢−1 : 𝑥 ↦→ 1
𝑏 − 𝑎

(𝑥 − 𝑎) qui est un polynôme. On pose 𝑄𝑛 : 𝑥 ↦→ 𝑃𝑛 (𝑣 (𝑥)) qui
est donc une suite de fonctions polynômiales. Pour tout 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

|𝑓 (𝑥) −𝑄𝑛 (𝑥) | = |𝑓 (𝑢 (𝑣 (𝑥))) − 𝑃𝑛 (𝑣 (𝑥)) | = |𝑔(𝑣 (𝑥)) − 𝑃𝑛 (𝑣 (𝑥)) | ⩽ | |𝑔 − 𝑃𝑛 | |∞,[0,1]

On en déduit que
| |𝑓 −𝑄𝑛 | |∞,[𝑎,𝑏] ⩽ | |𝑔 − 𝑃𝑛 | |∞,[0,1] → 0

Finalement la suite (𝑄𝑛) converge uniformément vers 𝑔 sur [𝑎, 𝑏].
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