
MP2 Théorème de Weierstrass 2022 – 2023

Soit [𝑎,𝑏] un segment de R et 𝑓 une fonction continue sur [𝑎,𝑏] à valeurs dans R. Il existe une
suite (𝑃𝑛) de fonctions polynomiales sur [𝑎, 𝑏] telle que (𝑃𝑛) converge uniformément vers 𝑓 , c’est-
à- dire : | |𝑓 − 𝑃𝑛 | |∞,[𝑎,𝑏] → 0.

Théorème (Théorème d’approximation de Weierstrass)

On propose une démonstration probabiliste du théorème d’approximation de Weierstrass basé sur une
partie de l’épreuve de Mines PSI 2019.

On trouve aussi ce résultat (avec quasiment les mêmes questions dans une épreuve CCP MP 2015).
Partie I : Fonctions sur [0, 1].

1. Justifier que, pour tout 𝑥 ∈ [0, 1] et tout 𝑛 ∈ N :
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 1.

2. Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ [0, 1] et tout 𝑛 ∈ N :
𝑛∑

𝑘=0

𝑘

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 𝑛𝑥.

3. Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ [0, 1] et tout 𝑛 ∈ N :
𝑛∑

𝑘=0

𝑘2
(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 𝑛𝑥 + 𝑛(𝑛 − 1)𝑥2.

4. En déduire que, pour tout 𝑥 ∈ [0, 1] et tout 𝑛 ∈ N :
𝑛∑

𝑘=0

(𝑘 − 𝑛𝑥)2
(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ⩽ 𝐶𝑛, pour une

constante 𝐶 > 0 à préciser.

On se donne maintenant 𝑓 : [0, 1] → R continue et 𝜀 > 0.
Pour 𝑛 ∈ N, on définit la fonction polynomiale :

∀𝑥 ∈ R, 𝐵𝑛 (𝑥) =
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 𝑓

(
𝑘

𝑛

)
.

5. Justifier l’existence de 𝛼 > 0 tel que, pour tout (𝑥,𝑦) ∈ [0, 1]2,

|𝑥 − 𝑦 | < 𝛼 =⇒ |𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) | < 𝜀.

Pour 𝑥 ∈ [0, 1] on partitionne les entiers 𝑘 naturels entre 0 et 𝑛 en :

𝑋 =

{
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} :

����𝑥 − 𝑘

𝑛

���� < 𝛼

}
et 𝑌 =

{
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} :

����𝑥 − 𝑘

𝑛

���� ⩾ 𝛼

}
.

6. Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ [0, 1] et tout 𝑛 ∈ N,

|𝐵𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) | ⩽ 𝜀 + 2∥ 𝑓 ∥∞
∑
𝑘∈𝑌

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 (1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ,

où on rappelle que ∥ 𝑓 ∥∞ = sup
0⩽𝑥⩽1

|𝑓 (𝑥) |.

7. En utilisant la définition de l’ensemble 𝑌 et les questions précédentes, conclure qu’il existe 𝑛 suffisam-
ment grand tel que :

∥𝐵𝑛 − 𝑓 ∥∞ ⩽ 2𝜀.

Partie II : Cas général
8. Démontrer le cas général.
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