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Exercice (Décomposition polaire)

1. Montrer que pour tout S € St (R), il existe une matrice R € S} (R) telle que S = R?.
2. Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe un couple (U, S) € O,(R) X SI*(R) tel que A = US.

3. Montrer que la matrice R de la question 1) est unique; en déduire que la décomposition de la
question 2) est aussi unique.

1 2 1
4. SoitA=| -2 -1 =1 | Déterminer la décomposition polaire de A.
-1 -1 -2
Solution :
Pour Ay, ..., A, dans R, on note diag(4s, ..., A,) la matrice D diagonale définie par
o 2 o /11' Sii :j
V(i,j) e [[1;n]l°,D[i,j] =
0 sinon

1. Soit S € S,(R). D’aprés le théoréme spectral, il existe Q € O,(R) telle que QT SQ soit diagonale. On
note QSO = A = diag(4y, ..., 4,). Comme S € S} (R) on sait que A, ..., A, sont des réels positifs. On

pose alors D = diag(VA4,, ..., VA,) qui vérifie que D? = A puis R = QDQ".

Vérifions que R est la matrice cherchée :
— La matrice R vérifie que R = QDQTQDQ" = QD?Q" = QAQT =S.
— La matrice R est symétrique réelle car R" = (QDQ")" = (Q7T)'DTQ" =QDQ" =R.
— La matrice R est positive puisque Sp(R) = Sp(D) = {VA,...,VA,} C R,.

On a bien trouvé R € S} (R) telle que R? = S.

2. Soit A € GL,(R). On suppose dans un premier temps qu’il existe un couple (U, S) € O,(R) x SI*(R)
tel que A = US. On considére alors M = ATA = (US)"US =STUTUS = S? car U € O,(R) et S € S, (R).

Par ailleurs, M € S/ (R), en effet
— La matrice M est symétrique réelle car MT(ATA)T = AT(AT)T=ATA=M
— Soit X € #,1(R), XTMX = XTATAX = (AX)TAX = ||AX]||?> > 0.

En utilisant la question 1) on sait qu’il existe une matrice S € S} (R) telle que M = S2. De plus,
det(S)? = det(S?) = det(M) = det(ATA) = det(A)? # 0
Cela montre que S € S/ (R) N GL,(R) = SI*(R). On pose alors U = AS™! et on vérifie que
UTU = (ASTHTAS 1 = (SHTATAS = (§T) 1?5 =515 =1,

On a donc montré que U € O,(R). Le couple (U, S) € O,(R) X S;*(R) vérifie bien que A = US.

3. On veut maintenant montrer que la matrice R de la question 1) est 'unique matrice de S} (R) dont le
carré est égal a S. On considére donc une matrice R € S} (R) telle que R* = S. On procéde comme pour

la question 1), il existe Q € O,(R) telle que Q"SQ = A soit diagonale. On pose alors T = QT RQ.




MP2 TD du mardi 7 mars (Décomposition polaire) 2022 - 2023

La matrice T appartient encore a S} (R) car TT =T et que Sp(T) = Sp(R) C R,.

Deplus T? = QTR?Q = Q"SQ = A.

On en déduit que T et A commutent car TA = TT? = T?T = AT. De ce fait les espaces propres de A
sont stables par T. On note des lors iy, . .., y1, les valeurs propres deux a deux distinctes de A (ou de S).
Pour tout i € [ 1; p ]] on note r; la multiplicité de la valeur propre y;.

On en déduit que T est nécessairement diagonale par blocs,

ou, pour touti € [[1; p]], A; € #;,(R). On voit de plus que comme T € S} (R) alors, pouri € [[1; p]l,
A; € S} (R). Elle sont en effet symétriques réelles et Sp(A;) € Sp(T) C R,. De plus, pour tout i €
[1;pI, A? = s,

On peut alors utiliser le théoréme spectral; pour tout i € [[1; p]], il existe P; € O,,(R) telle que
N; = P A;P; soit diagonale. On sait que N* = PTA?P; = p;1,, et que de plus Sp(N;) = Sp(A;) C R,
Cela implique que tous les coefficients diagonaux de N; sont égaux et valent +/pi;. La matrice N; étant
scalaire, A; = PiN,-Pl.T = N;. On a donc montré que nécessairement

\/,U_llrl

MI p

C’est la matrice D trouvée lors de la question 1). Finalement R = QTQ" est la matrice de la question
1). I existe bien une unique matrice R € S} (R) telle que R* = S.

On en déduit que la décomposition polaire trouvée a la question 2) est aussi unique car nécessairement,
S est I'unique matrice de S} (R) telle que S* = AT A puis U est nécessairement égale a AS™.

4. On commence par calculer M = ATA = [ + 5] ou J est la matrice de .#3(R) dont tous les coefficients

sont égaux a 1. On cherche a « diagonaliser M en base orthonormée ». C’est-a-dire que 'on cherche
une base orthonormée de vecteurs propres de M. Il suffit pour cela de le faire pour J.
On sait que X; = %(1, 1,1)T € #51(R), vérifie JX; = 3X;. De plus, J étant de rang 1, son noyau est
de dimension 1; il reste a en trouver une base orthonormée. Le vecteur X, = %(1, -1,0)" € #5,(R),
vérifie JX, = 0. On considere finalement X3 = %(1, 1,-2)" € .#51(R) qui appartient aussi a Eo(J) et
qui est orthogonal a X,. On pose donc

V2. V31
1
Q=—| V2 -V3 1 |€0s5(R)
Ve
V2 0 -2
Par construction QT JQ = diag(3, 0,0). On en déduit que Q" MQ = diag(16, 1, 1).
2 11 0 1 0
On pose donc S = Qdiag(4,1,1)Q"=| 1 2 1 |puisU=| -1 0 0

11 2 0 0 -1




