MP1 / MP2 Devoir libre 15 2022 - 2023

Notations
Pour ce probleme n désigne un entier naturel non nul.
1
L2
- Un vecteur de R” est noté = (zx)1<p<n =
xn

- Une matrice A de 4, (R) est notée A = ((a;x))1<jk<n O ajy est le coefficient de A situé en ligne
J et colonne k.
- L’espace vectoriel R™ est muni du produit scalaire canonique défini par

V(z,y) €R" X R", (zly) =2y = mp
k=1

et © — ||z]| = \/(z|z) est la norme euclidienne associée.
- La sphére unité de R™ est Q,, = {z € R"/ ||z|| = 1}.
A toute matrice A € 4, (R), on associe la fonction g4 : R™ — R définie par

Vo € R, qa(z) = (Azx|x)

Objectifs
Dans la partie I, on étudie g4 pour A € #,(R), puis pour A € S,,(R) et 'on définit une norme sur
Sy (R). La suite du probleme est consacrée a une étude des matrices de Hilbert définies par

1

Hn = ((@jx)1cinen 0l ajp = =7

On étudie en particulier quelques propriétés du déterminant, des valeurs propres.

Partie | - Une norme sur S, (R)
1. Soit A € #,(R).

a) Enoncer les propriétés de la sphere unité €2, ainsi que celles de la fonction g4 qui permettent
d’affirmer que g4 est bornée sur €2, et qu’elle atteint ses bornes.
On note m4 = min(qga(2,)) et M4 = max(qa(2,)).

b) Démontrer que R N Sp(A) C [ma, Ma].

c) Expliciter Sp(A), ma et M4 lorsque A = ( (2) _21 )

On pourra remarquer que s = {(cos(0),sin(d))/ 6 € R}.
2. Soit A € A, (R). On suppose que ga(x) = 0 pour tout z € §2,.
a) Montrer que ga(y) = 0 pour tout y € R™.
b) Si(y,z) € R"xR™, exprimer ga(y+2) (qui est nul d’apres 2.a) en fonction de (Ay|z) et (Azly).
c) En déduire que la matrice A est anti-symétrique (c’est & dire que AT = —A).
On pourra étudier 'adjoint de ’endomorphisme a canoniquement associé a A
3. Soit A € S,,(R). Montrer que :

(Vx € Q,, qa(z) =0) <= (A=0)
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4. Montrer que application N : S,(R) — R définie par :

VA € 5u(R), N(A) = sup |ga(z)]

zEQ,

est une norme

5. Bornes de g4 sur (2,.
Soit A € S,(R).

a)

Justifier qu’il existe une base orthonormée (e)1<k<n de R™ et des réels \i,..., A\, vérifiant
A< A< <A <L <), tels que

Vk € {1,2, e ,n}, u(ek) = Aej, = Mpey

On se fixe une telle base (eg)1<k<n €t des réels Ay, ..., A, dans la suite de la question 5)

b)

Préciser ga(ex) pour tout k € {1,2,...,n}.
Soit & = > _)_, xhep € Q. Justifier les égalités ||z|> = Y p_,(z},)* = 1 puis exprimer ga(z) en
fonction des valeurs propres \; de A et des composantes z}, de .

Retrouver le résultat obtenu en 1.a) : la fonction g4 posséde un minimum m4 et un maximum
M 4 sur la sphere unité €Q,,. Expliciter my et M4 en fonction des valeurs propres de A.

Montrer que N(A) = sup,cq, |¢4(7)| = maxyesp(ay |A|. Etablir une inégalité entre | det(A)| et
(N(A))™.
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Exemple : si A = ( 12 1/3

), calculer det(A) et N(A).

Dans toute la suite du probléme, pour tout entier n > 2, on désigne par H,, la matrice de Hilbert d’ordre
n définie par

ou encore H, = ((ajr))i<jk<n aveC aj, = -

1 12 ... 1/n

12 1/3 ... l/(n+1)
(o)) | |
J+k=1))1cinen : : :

I/n 1/(n+1) ... 1/(2n—1)

1
J+k—1

Pour simplifier, on notera ¢, la fonction gy, : R* - R :

Vo € R", ¢,(2) = qu, (v) = (Hnz|)

Partie Il - Sur les valeurs propres de H,

6. Une expression de ¢,(z).
Soit = (zk)1<k<n € R™.

a)

b)

Montrer que

_ Rl WS DR I
Gn(z) = (Hpzlz) = 1<Zj+k—1>x’ > j+k—1

J= k=1 1<j,k<n

k=1 j=1
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Développer

3

ou ¢ est une variable réelle.



¢) Montrer que

or= [ () a

d) En déduire que H, € ST*(R). Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de H,, ?
7. Une majoration de ¢, (z).

a) Soit P(t) = > L, axt” un polynome & coefficients complexes. Montrer que

/_1 P(t) dt = —i /OW P(e")e df

1

On pourra expliciter f_ll thdt et —i [ e*e’® df.

b) En gardant les notations introduites en 6) et en notant

Qt) = i !
k=1

montrer que pour tout x € R"” on a

2
de

1 | n
0<ai) = [ Q< [ 3 et
0 0 |k=1

les inégalités étant strictes pour x # 0.

On pourra utiliser les résultats obtenus en 6) et 7.a).

¢) Montrer que
Vo € R", 0< gulz) < 7fl||?

I'inégalité étant stricte pour = # 0.

8. Application a Sp(H,).
Pour tout entier n > 2, on note

o = min(Sp(H,)) et p, = max(Sp(H,)
a) Expliciter us et ps. Montrer que pour tout n > 2, on a :
O<pp <pn<m

b) Montrer que ¢, (£2,) = [tn, pn]. On pourra considérer des vecteurs propres orthogonauz ey et e,
tels que Hyey = piner et Hyen = pnen, |ler]| = |len]l = 1 et le vecteur x = /1 — tey + V/te, on
t €10,1].

c) Calculer (H,e,|e,) ou g, désigne le vecteur de la base canonique

0

Ep =

En déduire la limite de p,, lorsque n — +o0.
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Partie Ill - Sur le déterminant de H,,
H,, désigne toujours la matrice de Hilbert d’ordre n, pour n > 2.
[~

On considere la fraction rationnelle R, (z) = =1—w.

- (x + k)

9. Une fraction rationnelle.

L

=0
On admettra qu’il existe des réels Ao, A1y, -, Ann tels que

Ve e R\{0,—1,...,—n}, R,(z) = ’

cette décomposition (en éléments simples) de R,, étant unique.
Exprimer le coefficient \,,,, de —= a I'aide de (2n)! et de nl!.

T+n
10. Matrice A,,.
Pour n > 2, on considere la matrice A, définie par A,, = ((ajx))1<jk<n avec

g — ﬁﬁ pour l<k<n—-11<75<n
” Rn—l(]) pourk_n>1 ]<TL

ou les R, ont été définis plus haut.

a) Montrer que pour 1 < i< n, on a

n
i)=Y Ntn-10i;
=1

puis en déduire que det(A,) = (2(” 1)) det(H,).

b) Montrer que det(A,) = %. En déduire l'expression de det(H,) en fonction de
n— n—1
det(H,_1).
c¢) Montrer que pour tout n > 2, det(H,) # 0, puis que 377 € N*.

11. Calcul de det(H,).
En notant pour tout n € N*, @, = [[;_, k!, montrer que

4
(I)nfl

Vn > 2, det(H,) = "L
2n—1
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