MP1 / MP2 Devoir libre 15 - Corrigé 2022 - 2023

Partie | - Une norme sur S, (R)

1. a)

La fonction g4 est continue car polynomiale puisque que ga(z) = ZKJ* kcn @5,k Tj Tk
L’ensemble €2,, est la sphére unité. Elle est donc bornée et fermée. Comme R" est de dimension
finie, €2,, est compact.

On en déduit que g4 est bornée et atteint ses bornes.

Soit A une valeur propre réelle de A. Il existe alors x non nul dans R" tel que Az = Ax.
Posons y = pir; c’est un élément de €2, et qaly) = HIIHQ(AI|.T) = H;”Q (Ax|z) = A. Ainsi

A € qa(§2,) = [ma, M) et on a montré que

RN Sp(A) C [mA, MA]
La matrice A étant triangulaire, on lit les valeurs propres sur la diagonale :

Sp(4) = {2}

Par ailleurs q(xy, 19) = 223 — 1129 + 223 et
1
VO € R, g(cos(f),sin(f)) = 2 — cos(#) sin(h) = 2 — 5 sin(26)

Comme sin(26) décrit [—1, 1] quand 6 parcourt R, on en déduit que
35
Q — _ =

Si y # 0, on peut poser & = II%H et remarquer que puisque z € Q,, qa(y) = ||ly|*qa(z) = 0.

Comme g4(y) = 0 de maniere directe on a montré que
Yy €R", qa(y) =0

Par bilinéarité du produit scalaire, g4 (y+2) = qa(y)+qa(2)+ (Ay|z)+ (Az|y). Avec la question
précédente, on a donc
0= ga(y + 2) = (Ayl2) + (Azly)

Si on note a I’endomorphisme canoniquement associé a A. D’apres la question précédente, pour

tout y, z dans R”
(a(y)lz) = —(a(2)ly) = (y| — a(z))

On en déduit que a* = —a. Comme la matrice (dans la base canonique) de a est AT, on obtient
que AT = —A.

3. Soit A € S,(R).
Si A = (0) il est immédiat que Vo € R", ga(z) =0 (et c’est a fortiori vrai sur ;).
Réciproquement, si g4 est nulle sur €2,,, on vient de voir que A est antisymétrique. Comme elle est
aussi symétrique, elle est nulle (AT = A= AT et donc A = 0).

4. On a quatre propriétés a vérifier.

- N est bien définie (IV(A) est méme un maximum) et est positive (borne supérieure de quantités

qui le sont).
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- Soit A € S,(R) telle que N(A) = 0. On a alors Vx € ,, 0 < |ga(z)] < N(A) = 0 et g4 est

nulle sur €2,,. D’apres la question précédente, A = 0. Ceci nous donne ’axiome de séparation.

- Soit A, B € S,,(R);

Ve € O, lqars(@)| = lqa(@) + ¢(z)] <lga(@)] + [gs(2)] < N(A) + N(B)

en passant a la borne supérieure, on trouve N(A+ B) < N(A) + N(B) ce qui donne 'inégalité
triangulaire.

- Soit A € S,(R) et A € R. Pour tout x € Q,,,

axa(@)] = [(Az]z)| = [N|ga ()]

On en déduit que

N(AA) = sup [gra(z)| = sup [A|ga(2)| = [A] sup |ga(x)| = [AIN(A)

A1 €N, €Ny,

Remarque : on a besoin de la symétrie des matrices uniquement pour 'axiome de séparation.

5. a)

La matrice A est une matrice symétrique réelle donc a son endomorphisme canoniquement
associé est autoadjoint. D’apres le théoréme spectral il existe une base orthonormée (ex)i1<k<n
de R™ telle que la matrice de a dans cette base soit diagonale. Il existe donc des réels A\q,..., \,

tels que
Vk € {1,2, ce ,n}, u(ek) = Aep, = Mpex

Quitte a changer I'ordre des vecteurs de la base, on peut de plus supposer que A\; < Ay < ... <
A <. <A\,

Le calcul est immédiat
Vk € {1,2,...,n}, qaler) = (Aerler) = Mlexl* = M

Les formules proposées correspondent a celles de calcul en base orthonormée. On les retrouve
en utilisant la bilinéarité du produit scalaire :

n
Vo e, 1=|lzl* = > diailejler) = ()
1<j,k<n k=1
On a aussi

qa(z) = (Azx|z) = (Z AL ek Z xkek> = Z e (2},)?
k=1

En gardant les notations de la question précédente, on a donc

M= M) (@) < gal@) S0 @)’ =
=1 =1

Le minorant est atteint pour x = e; € €, et le majorant pour x = e, € €,,. Ce sont donc des
minimum et maximum :

ma =minSp(A) = A\; et My =maxSp(4) =\,
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e) On garde toujours les mémes notations. On a

AeSP(

< M| (23.)° < A = A
lga(z)] ;| Kl (2))? < max | |Z (27,)? )\gsla(ﬁ)| |

Le majorant est atteint pour e; tel que |A\;| = maxyegpa) |A| (c’est donc ey ou e,) et c’est donc
un maximuim :

N(A) = max ||
AeSp(A)

Enfin A est semblable a diag(Aq,...,\,) et son déterminant est égal au produit des . Ainsi,
A)l = < N(A)"
) = [0l < (s, 1) = ()

f) Un calcul immédiat donne
1
A)=—
det(A) D

Le polynoéme caractéristique de A est X? — 32X + & (X2 — Tr(A)X + det(A)). Les valeurs
propres de A, qui sont les racines de ce polynéme, sont donc

13
e

Partie Il - Sur les valeurs propres de H,

6. a) En notant (e;)1<i<, la base canonique qui est orthonormée,
n
QH <Z (Z aj, kxk) €; Zl’j@j) = Z (Z a;, kxk> T = Z a; kTET;
Jj=1 = j=1 =

7j=1 1<j,k<n
b) Le développement contient n? termes (nombre de choix pour un terme dans la premiére somme
et un autre dans la seconde) :

(ixktkl) (iﬂfjtjl> — Z :ck:cjtkH*z
k=1 j=1

1<k, j,<n

¢) On remarque que (Y ,_; zxtF™!) (Z?Zl xjtj”) = (X xktk*1)2. En intégrant 1'égalité de la

question précédente, on a donc

/(z“k ) = 3 [ [

1<k, j<n
Comme fol Ty, Oj+k_2 dt = ﬁﬁ, la question 1 permet d’affirmer que
/1 ( - )2 TrT
k-1 k*y
Z Tt dt = Z ; = (dn ({L‘)
0 \%=1 \Gren R
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d)

7. a)

c)

L’intégrale d’une fonction positive sur [0, 1] est positive. On en déduit que pour tout x € R™,
qn(z) > 0.

De plus si la fonction est en plus continue, il ne peut y avoir nullité de I'intégrale que s’il y a
nullité de la fonction sur [0, 1]. Or, z — (3, xktk_l)Q est une fonction continue et positive
et n’est nulle que si les xy le sont (une fonction polynomiale n’admet une infinité de racines
que si elle est nulle). Ces résultats couplés a la question précédente montrent que

Ve € R"\ {0}, ¢,(z) >0

On obtient que H,, € S;7T(R).
D’apres le cours, Sp(H,,) C R7.

On remarque que

Vk €N, —i /W(eie)keie p——_— etk 00]T — 1= (DM /1 t* dt
’ 0  (k+1)i o k+1 )

Le passage a 'intégrale étant linéaire, des combinaisons linéaires de ces relations montrent que

VP € C[X], —i / " Ple)ei® df — / () di

1

D’apres la question 6)
1
o<l = [ Qa
0

Par ailleurs, la question précédente donne

1 1 1 i ™
2 d\ 2 dt = 2 dt| = |—i 2,10 z@de\ 2,10 do
[@was [ @wa=| [ @ou=|-i [T < [

En combinant les deux résultats, on a donc

2
de

v<uin = [ @< [

n
E :xkez(k—l)G
k=1

S’il y a égalité (a droite, on connait déja le cas d’égalité a gauche), il doit y avoir égalité dans
toutes les étapes intermédiaires et on doit donc avoir fi)l Q*(t) dt = 0. La fonction Q* étant
positive et continue, elle doit étre nulle sur [—1,0]. On en déduit que @ est le polyndéme nul
(infinité de racines) et ses coefficients sont nuls. C’est-a-dire que = = 0. Ainsi

n
§ xkez(kfl)é
k=1

2

Vo # 0, 0<qn(x)</ do
0

Explicitons le carré du module ci-dessus en écrivant que |z|? = 27 :

n 2
E xkez(kfl)O _ 2 xjxkez(kfj)e
k=1

1<j,k<n
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8. a)

On en déduit par linéarité du passage a l'intégrale que

T n
/ E Ikez(k—l)e
0 k=1

Les intégrales du membre de droite se calculent en distinguant selon que j est ou non égal a

k. On obtient
T n
/ Z £, ciE=1)0
0 |k=1

Dans la somme du membre de droite, on associe les termes deux a deux : un terme (k, j) avec le
terme (7, k) et les termes correspondants sont opposés. Ce regroupement montre que la somme
est nulle. On a donc

2

o= Y / e'h=1)0 g
0

1<j,k<n

2
1 (=17 —1

2

Ve #0, 0 < gn(z) < / df = r||z|?
0

n
§ xkez(k—l)e
k=1

La question 5.f) indique que

La question 5.d) donne
Hn = mpg, et p, = My,

La question précédente montre que ¢, prend sur €2, des valeurs dans |0, 7[ (0 n’étant pas dans
2,). On a donc
0<pin <pp<m

Par ailleurs, H,, n’étant pas scalaire et diagonalisable, elle admet au moins deux valeurs propres
et p, < pn. Ainsi
0<pin <pn<Tm

Avec la question 5.d) on a
() C [, o]

Il nous reste a voir que tout élément de U'intervalle [u,,, p,| admet un antécédent par ¢, dans ,,.
On sait qu'il existe des vecteurs e; et e, non nuls tels que H,e; = pye; et Hye, = ppe, (car u,
et p, sont des valeurs propres). Les sous-espaces propres de H,, étant orthogonaux (théoreme
spectral), e; et e, le sont (les valeurs propres p, et p, sont différentes). Enfin, quitte a les
normer (ce qui ne leur fait pas perdre le caractére propre), on peut supposer |le1|| = ||e,| = 1.
On pose alors z; = v/1 — te; ++/t pour tout ¢ € [0, 1], en remarquant que x; € €,,. On a d’apres
la question 5.c)
Qn(xt) = ﬂn(l - t) + pnt

et quand ¢ varie dans [0, 1], g,(x;) varie dans [u,, p,]. Toutes les valeurs de cet intervalle ont
donc un antécédent par ¢, dans €, et

Qn(Qn> = [Nm Pn]
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¢) Avec la formule de la question 6.a) on a

1
n\&n) = Hn n|€n) =
nen) = (Hielen) = 5
On en déduit (on rappelle que p,, = myg,) que
Vn e N, 0<pu, <
N T |
et par théoreme d’encadrement
lim p, =0
n—-+00

Partie Ill - Sur le déterminant de H,,

9. Pour obtenir A;,, on multiplie I’égalité admise par x + k et on donne a z la valeur —k. En

particulier, on obtient
- [Li—,(—n—Fk) (2n)! _ <2n>

ot k) ()

10. a) En utilisant la formule admise et un changement d’indice (j = k + 1) on trouve

n

Rn—l(i) = .k’nil

. Aj—1n—1
B Zz’jl—j—l

J=1
n
= D Ata1y

Si on note C4,...,C), les colonnes de H,, alors les colonnes de A,, sont C,...,C,,_; pour les
n — 1 premiéres. D’aprés la formule vue ci-dessus, la derniére est Z?Zl Aj—1n—1C;. Ainsi, par
caractere multilinéaire alterné du déterminant

det(Ay) =Y N1 det (Ch,. .., Cust, Cf) = A1 det(Ch, ., Cr) = Ay g det(H,,)

Jj=1
ou encore, avec la question 9)

2(n—1)

det(A,) = Mdet(l—]ﬂ) = ( ) ) det(H,)

((n =17

b) Comme R,,_1(i) est nul pour ¢ =1,...,n — 1, la derniere colonne de A, vaut (0,..., R,_1(n)).
Un développement par rapport a cette derniére colonne donne alors

n —

e L mmuy o ded(H, )
det(d) = det(Huoa) o (n) = Sy det(Hor) = = oy

On combine les deux formules pour en déduire que
1
(2n —1)(*"))

1

det(H,) = 5 det(H,,—1)
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¢) On voit que det(H;) = 1 > 0. Un récurrence immédiate en utilisant la formule ci-dessus donne
que pour n > 1, det(H,) > 0.

On montre par récurrence que Vn > 1, m € N*.

- Initialisation : det(H;) = 1 et le résultat est vrai pour n = 1.
- Hérédité : soit n > 2 tel que la propriété soit vraie au rang n — 1. En utilisant la question

précédente,
1

20n—1)\> 1
. —(2n-1 — e N
derm,) ~ 2 )< n—1 ) det(H,_,)
11. Une récurrence s’impose la encore.
- Initialisation : det(Hjy) = % et comme ®; = 1 et $y = 12, le résultat est vrai pour n = 2.

- Hérédité : soit n > 2 tel que la propriété soit vraie au rang n — 1. La relation de la question
10.b) donne alors
% — 1 ol
det(Hn) _ n—2 (n ) — n—1
(1)2n73 (271, - 2)'(2n - 1)' q)2n71

ce qui prouve le résultat au rang n.
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