MP1 / MP2 Devoir libre 16 - Corrigé 2022 - 2023

Exercice
Loxa=(X—1)(X=-3)+1=X2-4X+4=|(X —2)%|
Par le théoréme de Cayley-Hamilton, |0 = ya(A) = (A — 215)?
Ainsi B = A — 21, est nilpotente.
Soit ¢t € R. Comme tA = 2t15 + tB et comme 2t[; et tB commutent, on a :
exp(tA) = exp(2tly) exp(tB) = e* I, exp(tB) = e* exp(tB)
2. Posant X :t+— (gg; ), le systeme différentiel de 1’énoncé s’écrit X’ = AX et la condition initiale
s’écrit X (0) = (;) L’unique solution de ce probleme de Cauchyest donné par :
1 ot 1 ot 1
Vi € R, X(t) = exp(tA) o) =¢ exp(tB) o) =¢ (I, +tB) 5
car pour tout n = 2, tnn# = 0 puisque B? = 0.
1—t —t
Ainsi la solution recherchée est donnée par
Vi e R z(t) = H(1—t)1+(—t)2) = e*(1-3t)
y(t) = eXt1+(1+1¢)2) = e*(2+3t)
Premiére partie
1. L’équation (1) est une équation différentielle linéaire scalaire, du second ordre, homogene, résolue
en x” et & coefficients continus. Par le théoréme de Cauchy, & est un | C-espace vectoriel de dimension 2|.
2. Les fonctions z; et o étant de classe €2, leurs dérivées x| et x, sont de classe €'. On en déduit

que la fonction W est également de classe €. Dérivons cette fonction, on obtient

r " 1" ror
W' = xjzy + 21705 — 27292 — 2725 = 0

ce qui montre que | W est constante | sur lintervalle R.

3. a) Remarquons que l'opérateur de translation .7 et l'opérateur de dérivation commutent (car

t — t+ T a une dérivée constante égale a 1) et que, notamment, pour toute fonction deux fois
dérivable f,ona: 7(f)" = 7(f")
Soit maintenant f une solution de 1’équation (1). Notons g = .7 (f). Alors, pour tout t € R :

g" )+ (A —a®) gt) = f"t+T)+ (A —q(t) fFt+T)
=f"t+T)+AN=q@t+T7)) ft+T)=0

Ainsi, [si f € &, alors T (f) € &|.
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4. a)

5. a)

c)

L’application 7 est clairement linéaire et injective, donc ‘c’est un automorphisme | de 1’espace
de dimension finie &. On pouvait aussi constater que ’application ¢

E — &
g = [f=go(t—t-=T)

était bien définie (c’est-a-dire bien a valeurs dans &) et vérifiait 70 ¢ = p o7 = idg.

Le théoréeme de Cauchy linéaire (dont les hypotheéses ont été rappelées dans la premiere ques-

tion) garantit ‘l’existence et 'unicité de x1 et 2 ‘

Le théoreme de Cauchy linéaire affirme également que l'application 1) :

E — C?
z = (2(0),2'(0))

est un isomorphisme.
Comme ((1,0),(0,1)) est une base de C?, la famille (z1,x5) = (v "'(1,0),%(0,1)) est donc

une [base de &

Notons M = (

g g) la matrice de I'endomorphisme 7 dans la base (x1,x2).
L’image par 7 de la fonction zy est 7(z1) = axy + [xs. Evaluant cette expression en ¢ = 0, on
trouve

a=7(x1)(0) = z1(7).
Evaluons maintenant la dérivée en t = 0 :
7(21)'(0) = ax}(0) + B5(0) = B.

Puisque l'opérateur 7 et la dérivation commutent, on a également 7(z1)'(0) = 2{(T") et donc
=y (T).

De méme avec x5, ce qui donne

v-| (4 )]

Le déterminant de cette matrice est égal au wronskien de (z1, x2) évalué en T', et ce wronskien
est constant par la question 2) :

det M = uy(T) a3(T) — 22(T) 2, (T) = W(T) = W(0) = a1(0) 25,(0) — 22(0) 2 (0) = [1]

§=Ltr(M) =

— 2

(21(T) + 25(T))

DN | —
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6. Les valeurs propres de 7 sont les racines du polynome caractéristique de 7, qui est

7. a)

P—det(XL— M) — | _/ilT()T) X_“(/T()T) —[x* 20X 11

On suppose 0 réel et |§] # 1. Le discriminant du polyndéme P vaut 4(§% — 1). 11 est donc non
nul et, par conséquent, P admet deux racines distinctes dans C. Puisque 7 admet deux valeurs
propres distinctes et que & est de dimension 2, 7 est ‘diagonalisable‘ et, par conséquent :

& est la somme des (deux) sous-espaces propres de 7.

On suppose |[§| < 1. Le discriminant de P est 4(§% — 1) qui est strictement négatif, donc P
admet deux racines imaginaires conjuguées

p=0+iVI—02 et p=0—iVl— oo

Le produit des racines étant égal au déterminant de M, & savoir 1, on peut conclure |p|> =
o* = 1.
Notons (u,v) une base de & formée de vecteurs propres de 7 et montrons que u et v sont
stables.
En premier lieu, remarquons que la restriction de u a |0, 7] est bornée (comme toute fonction

continue sur un segment). Notons A = sup |u(t)|.
te[0,T]

Pour tout t € R
u(t +T)| = [pu(t)] = [u(t)]
donc |u| est T-périodique.
La fonction u étant bornée sur [0, 7], elle est donc bornée sur R* (on prouve par récurrence
sur n que |u| < A sur [0,n] pour tout naturel n), donc c¢’est une solution stable. Idem pour v.

Donc |toutes les solutions de (1) sont stables | car sont des combinaisons linéaires de u et v.

Montrons maintenant que u n’est pas fortement stable. En tant que fonction propre, u est
non nulle et donc A > 0. On sait que ce maximum (sur |0,77]) est atteint ; notons o un point
vérifiant |u(ty)] = A > 0. Alors, pour tout n € N*, on a |u(ty + nT)| = A

Ainsi, u ne tend pas vers 0 en I'infini car sinon la suite (Ju(tg + nT')|)n>0 convergerait vers 0 et
on aurait A = 0 par unicité de la limite, ce qui est faux.

‘Donc u n’est pas fortement stable. Pour la méme raison, v n’est pas fortement stable.

On suppose [0| > 1. Le discriminant du polynéme P est donc strictement positif et P possede

deux racines réelles distinctes p et p', de produit pp’ = 1.
Supposons (absurde) que |p| > 1 et que |p'| > 1. Alors |p| = ﬁ < 1 donc p = +1. Idem pour
p'. De plus, p # p/, donc pp’ = —1, de qui est contradictoire.

\L’une de ces racines est donc de module strictement inférieur a 1 \ L’autre racine est alors de
module strictement supérieur & 1. On supposera par exemple [p| < 1 < |p/|.

Notons u une fonction propre pour la valeur propre p. Notons encore A = sup |u(t)| Soit,
t€|0,T]
t € RT. Posons n = [t/T], de sorte que t — nT € |0,T]. On peut alors écrire

u(t) =7"(u)(t —nT) = p"u(t —nT)

3/9



8. a)

et, en passant au module :

u(®)] = [pl" [u(t = nT)| < |p[" A.

On a donc | lim wu(t) =0].
t—+o00

Notons v une fonction propre pour la valeur propre p’. Posons N = sup |v(t) ‘
t€|0,7T

Cette borne supérieure est atteinte en au moins un point ; on peut donc choisir ¢; € 0,77 tel
que |v(ty)] = N > 0. Alors, pour tout n € N, on a v(t; +nT") = p'" v(t;) donc

lv(ty +nT)| = |p|" N.

Notamment, v n’est pas bornée, donc n’est pas stable (et encore moins fortement stable).
Par ailleurs, la famille (u,v) forme une base de &. Toute solution de 1’équation (1) s’écrit sous
la forme au+ fv; si 5 # 0, cette solution ne saurait étre bornée et encore moins tendre vers 0 ;
si au contraire 8 = 0, la solution est bien str fortement stable.

Une solution est fortement stable si et seulement si elle est multiple de w. ‘

Toute solution stable est également multiple de u, et tous les multiples de u sont fortement
stables, donc : ’toute solution stable est également fortement stable. ‘

Deuxiéme partie
L’équation (1) s’écrit
"+ Xz =0 (2)

Son équation caractéristique est X2 4+ \ = 0.
Distinguons trois cas selon le signe de A.

Cas A > 0: Les racines de I'équation caractéristiques sont +iv/\. Les solutions de I'équation
(2) sont de la forme

Tt aexp (Z\/Xt) —i—ﬁexp(—i\/Xt)

Cas A = 0: L’équation admet 0 comme racine double. Les solutions sont de la forme
Tt at+

Cas A < 0: Les racines de 1’équation caractéristiques sont ++/—A\. Les solutions de I’équation
(2) sont de la forme

it a exp (V-At)+ 8 exp (— V—At)
Dans chacun des trois cas de la question précédente, on cherche a déterminer x; et x5 définies
par les conditions initiales : 21(0) = 1, 27(0) = 0, 22(0) = 0 et 25(0) = 1.

Cas A > 0: On sait que les solutions sont de la forme x : t — aexp (Z\/Xt) + Bexp (— Z\/Xt)
En particulier, pour x, «, § vérifient le systeme :

a+pf =1 a =
iVia—ivag =0 ~ 8 =

N[0 | =
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On en déduit que
xy it % (exp (zx/Xt) +exp (— Z\/Xt)> — cos(V/At)

De méme, pour x,, o, 8 vérifient le systéme :

a+p = 0 a = 2.\%
) ) <~ ™
{ iVia—ivA8 = 1 { 6 = — 5

On en déduit que

(exp(ft)—exp(—zft)) M

1
—>
2iv/ A VA

De ce fait, | 3p(}) = %(.ﬁ(w) 4+ 2 (m)) = cos(vr) |

Cas A = 0: Les solutions sont de la forme z : ¢t — at + $ On en déduit que

t—1 et 29t >t

1
De ce fait, [ §(0) = E(xl(w) +a2h(m)) =1|
Cas A < 0: Les solutions de I’équation (2) sont de la forme x : ¢ — a exp (\/—)\ t) + 0 exp (—
V=At).
En particulier, pour x1, «, § vérifient le systeme :
a+p =1 PN a = %
V=da—+-\3 = 0 g = 3

On en déduit que
A (exp (\/_t) +exp (— \/—_)\t)) = ch(vV=\t)

De méme, pour zs, o, 3 vérifient le systeme :

{ a+6:0<:>{a:2\/1_—/\
1

V=da—V=23 = B = —1

On en déduit que

2v=X
2\/_ <exp(\/_t)—exp(—\/—_)\t)) _sh(—\/\/_;j)\t).

De ce fait, [ §0(0) = %(ml(w) + (7)) = ch(v/=An) |

e >2n

¢) Pour A > 0, §o(\) = cos(v/ A1) = Z

oo 1 2n )\n
— Z % Cette formule est

n= n=0

= (VP S (1)
D T D T I

n=0 n=

On en déduit que J,y est bien développable en série entiere sur R.

aussi vraie pour A = 0.

Pour A < 0, dp(N\) = ch(v/—Arm) =
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d) On suppose que A = n? ol n est un entier naturel. En utilisant les formules précédentes, on
obtient successivement

x1(m) = cosnm = (—1)" zy(m) = —nsinnmT =0
xo(m) = —sinnm =0 zy(m) = cosnm = (—1)"
n

et donc, en utilisant la question 5.a : M = ((_01) (_[i)n) =(=1)"1,

9. a) La fonction |g| est m-périodique. Comme elle est continue, elle admet un maximum noté @ sur
le segment [0, 7] (qui est atteint). Maintenant, pour tout x € R, on peut écrire © = o + km
avec a € [0, m[. De ce fait, |g(x)| = |¢(a)| < Q.

La fonction |g| admet bien un maximum sur R.

b) Montrons par récurrence sur n € N que, pour tout entier n € N :

, Q"l |" Q"[t"
(Hp) : VEER, |un(t )|< et v, (t )|<m
- 1
— Pour n = 0. Soit t € R, |uy(t)| = |Cos( )| < 1let |ug(t)] = Smi}—m) < —
w
— Soit n € N, on suppose (H, ) Pour tout ¢ > 0,
(w(t —s))
una ()] = —— - a(s)un(s)ds
< / sin (w(t ))q(s)un(s) ds
< Q/ [un(s)|ds
< Q/ __ et ]’ = QT
S ow w”n' Wt (n+ 1)) 0 wrtl(n+1)!
De méme, pour tout ¢ < 0,
P sin (w(t — s
a0 = | [ EEEE Dy )
0 w
0
t —
< / sin (w( S))q(s)un(s) s
t w
0
< L funs)las
w Jt
- Q 0 Qn<_5>nd8 _ Qn-i—l [(_S)n+l}0 _ _Qn—‘rl(_t)n-‘rl
S ow),  wl wntl(n + 1)! t wntl(n +1)!
QU [t
On en déduit, la encore, que |u,1(t)] < =y

Les calculs pour v, sont similaires. On a donc bien démontré (H,1).

10. a) On sait que |sin(a — b) = sina cosb — sin b cos a.

b) Montrons par récurrence que pour tout entier n € N, u, et v, sont de classe €.

— Pour n = 0. ug : t — cos(t) est de classe €1 et vy : t — Sm(m) aussi.
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— Soit n € N, on suppose que u,, et v, sont de classe €*. Pour t € R,

walt) = S (W= 9) gy (s)ds

w

/t sin(wt) cos(ws) — cos(wt) sin(ws)

= Sin(wt)/o Mq(s)un(s)ds—cos(wt)/o Mq(s)un(s)ds

W

cos(ws) sin(ws)

Les fonctions s +— q(s)un(s) et s — q(s)un(s) étant continues, d’apres le
théoreme fondamental de I'analyse et les théoréemes généraux de dérivabilité, la fonction
Uny1 est de classe €.

On en déduit par récurrence que pour tout entier n, u, et v, sont de classe €.
De plus, pour tout n € N et tout t € R,

ta(®) = weoster) [ gty (opas + D 0, 0
o sin(wt)/o Smfdws)q(s)un(s)ds B cos(wtwsm(wt)q(t)un(t)
= /t (cos(wt) cos(ws) + sin(wt) sin(ws)) q(s)un(s)ds
0
= /t cos (w(t — s))q(s)un(s)ds
0
On montre de méme la formule pour v;,.
c) Soit n=1ett >0,
O < [ Joos (e = as)n1 ()] s
t Qn—lsn—l Qn it Qn‘t’n
S o w(n — 1)!d$ ~ Wi inl 500 = wn—In!

De méme, pour t < 0,

lul,(t)] < /\Cos( (t — 8))q(s)un_1(s)| ds
Y = e

wn= 1 (n— 1 wn—1nl t o n—1p)

La encore, le calcul est similaire pour v/,

vt ER, lup ()< et lun(t)]<

wrn!
11. Fixons-nous un réel A positif. Alors pour tout entier n € N,

||un|o0,[—a,4] = sup ’u' (t)}gM et [|v)]]oo[=a,4) = sup }U’(t)|< ,
e tel-aa w1 n)! e tel-A4] w" n!
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donc les séries de fonctions ) ul et > v/, convergent normalement, et donc uniformément, sur
[—A, A]. Puisque les séries > u, et Y v, convergent simplement , on en déduit que les fonctions
y et z sont de classe € sur [—A, A] (et leur dérivée peut étre calculée en dérivant terme & terme
les séries qui les définissent). Ceci étant vrai pour toute valeur du réel A, on en déduit que

Les fonctions y et z sont de classe ¢! sur R.

12. Soit t € R. On travaille sur le segment I qui vaut [0,¢] ou [t,0].

Pour tout entier, n,
sin (w(t — s))

5 > Tq(s)un(s)

Qn+1|t|n
= ontipl

‘oo,[

t .
sin (w(t — s
De ce fait, la série qui définie I'intégrale / Mg(s)y(s)d,ﬁ converge normalement et donc
0 w

uniformément sur /. On peut donc intervertir I'intégrale et la somme. De ce fait,

/0 @9 y(syds = 3 /0 =D o (5)s

o0
= Zun—l-l(t)
= y(t) — uo(t) = y(t) — cos (wit)

t .
sin (w(t — s
De méme, la série qui permet de définir, / M

q(s)z(s)ds converge uniformément et
0 w

donc

/0 S @9 syds = 3 /0 =D 5y 5)ds

w
Jr
= Z Un+1 (t)
n=0

sin (wt
— 2(t) — wlt) = yt) - )
w
13.  On utilise la méthode de la question 10.b, on a que pour tout réel t,
t t .
y(t) = cos(wt) + sin(wt) / cos(ws) q(s)y(s)ds — cos(wt) / Sm(ws)q(s)y(s)ds
0 w 0 w

En dérivant, on obtient alors, avec la méme simplification qu’en 10.b

q(s)y(s)ds + wsin(wt) /

0 w

" cos(ws) *sin(ws)

y'(t) = —wsin(wt) + wcos(wt)/ q(s)y(s)ds

0 w

On peut alors dériver de nouveau (on voit donc que y est de classe €2 et

y'(t) = w?cos(wt) —w? sin(wt)/o »

" cos(ws)

a(s)y(s)ds + cos*(wh)q(D)y(2)

+w? cos(wt) /o sinf:us) q(s)y(s)ds + sin®(wt)q(t)y(t)

= A (osen + | t =D utas ) + attute

w
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On en déduit que 3’ — Ay + qy = 0. La fonction y vérifie bien 'équation (1) pour A = w?. Le calcul
pour z est similaire.
_ . sin(0)
14. a) On a y(0) = cos(0) = 1 et 3(0) = —wsin(0) = 0. De méme, z(0) = = 0 et 2/(0) =
cos(0) = 1.
De ce fait, y et z sont les fonctions z; et x5 de la partie I d’apres I'unicité des solutions du
probléme de Cauchy (question 4).

On en déduit que d,(\) = % (y(m) + /(7))

b) D’apres la question 11, on peut calculer 2z’ en dérivant terme a terme, on en déduit que
1 1 (xS oo
50 = 3 () + /() = (Z ual) + Zv;@r)) .
n=0 n—=0
Maintenant, ug(7) = vj(m) = cos(wm) = dp(w). De ce fait,
1 +oo
5, () = 6o(A) = 3 (Zun +§;v;(w)>.

En utilisant alors les question 9.b et 10.c,

1 10 ~n_n 100 ~An _n
s (50 582 -on(2)

n=1 n=1

15. a) Ona
up(m) +vj(m) = /0 q(s) cos(ws)ds + /Oﬂ cos(w(m — s))q(s)
1

= = /0” (sin(w(m — s)) cos(ws) + cos(w(m — s)) sin(ws)) q(s)ds

Tsin(w(m — $)) sin(ws)ds

W w

w

_ M/Oﬂq(s)ds:o

w

b) En reprenant les calculs de la questions 14.b), on a alors,

i) — BN = 5 (Zunm + va) -3 (Z () + ngw)

et donc

Qn n Qn n B 7TQ 7TQ
|(5q()\) — 50 ( E_ o n' E = exp 7 —1- 7
Alors, pour A — 400, @ tend vers 0 et donc
w

2
() 123 (2) 0 (2) o ()

Finalement, | 6,(\) = do(A) + O (—)
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