MP1 / MP2 Devoir libre 16 2022 - 2023

Exercice

On considere le systeme différentiel de fonctions inconnues z,y et de variable t € R :

1.

¥ o= x—y
y = x+3y
1 -1
1 3
en déduire que la matrice B = A — 215 est nilpotente.
Justifier que pour tout réel ¢, exp(tA) = e* exp(tB) puis donner I’expression de la matrice exp(tA).
En utilisant ce qui précede, ou a l'aide de toute autre méthode, trouver la solution du systeéme
z(0) = 1
y(0) = 2

On considére la matrice A = . Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A et

différentiel vérifiant {

Probleme

Résonance paramétrique

Ce probleme propose une premiere approche mathématique de la résonance paramétrique, phénomene
physique que I’'on rencontre aussi bien dans les recherches sur le mouvement de la lune que dans la maniere
de faire démarrer une escarpolette, ou dans I’étude des matériaux semi-conducteurs.

Soit ¢ une fonction complexe de la variable réelle ¢, continue et périodique de période T' > 0,

Vt € R, q(t +T) = q(t).

Soit A un nombre réel. On considere 1’équation différentielle du second ordre

2"+ (A—q(t)r=0 (1)

oll x est une fonction complexe, de classe €2 sur R, de la variable réelle ¢.

Premieére partie

Soit & 1’ensemble des solutions (complexes) de 1’équation (1). Justifier que & est un C-espace
vectoriel et donner sa dimension.

Soient z1 et xo deux solutions de (1). Soit W = xy2), — 2} xo. Montrer que W est constante (que
W (t) est indépendant de t). On pourra calculer la dérivée de W.

Soit 7 l'opérateur de translation par 7' qui, a une fonction complexe f, associe la fonction .7 (f)

telle que
VieR, 7(f)(t)=ft+T).

a) Montrer que, si f € &, alors 7 (f) € &.
b) On désigne par 7 la restriction de .7 a &. Est-ce un isomorphisme de & sur & 7

a) Justifier qu’il existe une unique solution z; de (1) telle que
21(0) =1, 27(0) = 0,
et une unique solution x5 de (1) telle que :

x9(0) =0, 25(0) = 1.
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b) Montrer que x; et xo forment une base de &.

5. On désigne par M la matrice de 'endomorphisme 7 de & dans la base (21, z2).

: 2 (T) xo(T)
a) Justifier que M = < 2(T) 24(T) > :

b) Evaluer det M.
1
On pose 6 = EtrM.

¢) Evaluer § en fonction de z;(T), z/(T) (i = 1,2).

)

6. Montrer que les valeurs propres de I’endomorphisme 7 de & sont les racines du trindéme P(p) =

P> —26p+ 1.
Soit x € &. On dit que x est stable si |z| est bornée sur R,. On dit que = est fortement stable si
tligl z(t) = 0.
—+00

7. On suppose |§|#1.
a) Montrer que & est somme directe des sous-espaces propres de 7.

b) On suppose que |§] < 1. Montrer que les deux racines de P sont des complexes conjugués de
module 1. En déduire que toutes les solutions de (1) sont stables. Les fonctions propres de 7
sont-elles fortement stables dans ce cas?

¢) On suppose que |[§| > 1. Montrer que P a deux racines réelles dont I'une est de valeur absolue
strictement inférieure a 1. En déduire qu’il existe une solution non nulle de (1) fortement stable.
Est-elle unique ? Existe-t-il dans ce cas des solutions stables mais non fortement stables ?

Deuxiéme partie

Dans cette partie, on fixe T" = mw. On suppose de plus que ¢ est a valeurs réelles. Pour indiquer la
dépendance par rapport au parametre A et au choix de la fonction ¢, on note J,(A) la quantité ¢ définie
a la question 5).

8. Dans cette question uniquement, on choisit ¢ identiquement nulle, ¢ = 0.

a) Résoudre I’équation (1) (donner les solutions complexes). On séparera les cas A > 0, A = 0 et
A <.

b) Dans chacun des trois cas de la question précédente, donner z; et x5 comme définis a la question
4.a) (on doit trouver des solutions réelles). Calculer alors dy(\).

c) Calculer le développement en série entiere de A — Jp(\) sur R.

d) Déterminer la matrice M (de la question 5)) lorsque A = n? n € N.

On va maintenant montrer que J,(\) est proche de dy(A) lorsque A tend vers +oo. On note () le maximum
sur R de la fonction |¢|. Soit A > 0 fixé, on pose w = V/\.

i t
On pose alors ug : t € R — cos (wt), vg : t € R — sin (wt)

et pour tout n > 1 :

sin (w(t — s))

t 3 t —
Up it ER— / Sm(w(—s))q(s)un,l(s)ds, Uyt ER— / "
0 0

w

q(s)vn_1(s)ds

9. a) Justifier I'existence de Q.

b) Montrer par récurrence sur n € N que :

TLtn
vt € R, un(t)| < L1
wnn!

et |v, (1)<
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10.

a) Rappeler la formule sin(a — b).

b) En déduire que pour tout n € N, u, et v, sont de classe €*. On montrera également que
pour tout n > 1 et tout £ € R,

i (1) = /0 cos (w(t — $)q(s)un_1(s)ds, vl (t) = /0 cos (w(t — 5))q(s)vn_1(5)ds.

On notera qu’aucune formule du cours ne permet de dériver directement l’expression intégrale
définissant u, et v,.

¢) Montrer que pour tout n>1 :

Q" |t L@
Vi € R, (1)< 2 et fup (1)<
On pose
y:teER— > u,(t) et z:teR = > v,(t).
n=0 n=0
11. Montrer que I'on définit ainsi des fonctions de classe ¢! de la variable t.
12. Montrer que pour tout t € R,
bsin (w(t — s
ot0) = cos(wt) + [ 2D )05
0
sin (wt) " sin (w(t — s))
t _— d
() = T [ )
13. Montrer que y et z sont solutions de (1) pour A = w?.
14. a) Calculer y(0),4/(0), 2(0) et 2'(0) et en déduire que
1
04(A) = 5 (y(m) + (7).
b) Montrer que
3,00~ dal<exp (T2) - 1
On utilisera les développements en série qui définissent les fonctions y et z.
15. Dans cette question, on suppose de plus que fo t)dt = 0.

a) Montrer que
uy () + vy (m) = 0.
b) En reprenant les calculs de la questions 14.b), montrer que, pour A — o0,

5,(\) = 6o(A) + O G)
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