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Exercice |

Soit a < b et ¢ < d. Soit f une application continue sur [a, b] X [c, d], & valeurs dans R. On veut démontrer
le théoreme de Fubini qui affirme que

[ ([ soo)an [*( [ stuna)

Pour tout (z,t) € [a,b] X [¢,d], on pose : ¢(x,1) :/ f(u, t)du.

1.

Soit x € [a, b].

Pour tout ¢ € [¢,d], Papplication f(.,t) est continue par morceaux car continue sur [a, z] comme
composée des applications continues f et u — (u,t) (affine, et R? est de dimension finie).

Pour tout u € [a, z], Papplication f(u,.) est continue sur [c,d] (méme argument).

La fonction f étant continue sur [a,b] X [¢,d] qui est compact comme produit de deux compacts.
Elle est donc bornée.

Pour tout (u,t) € [a,z] X [¢,d], |f(u,t)| < || f]loo-

La fonction constante (donc continue) u +— || f||o est intégrable sur le segment [a, x].

Ainsi, par le théoréeme de continuité des intégrales a parametre,

la fonction ¢ — ¢(x,t) = [ f(u,t)du est définie est continue sur [c, d].

d
On pose alors, pour tout x € [a,b] : Y(z) = / o(x,t)dt.

2. Pour tout t € [c,d], Papplication ¢(.,t) est de classe €' sur [a, b] par le théoréeme fondamental de

I'analyse et car f(.,t) est continue. De plus

0
V(e,t) € fabl x[ed]  So(et) = D)
x

Soit x € [a,b], la fonction ¢(x,.) est continue sur [c,d] par la question précédente, donc est
intégrable sur ce segment. De plus la fonction g—i(.,t) = f(.,t) est continue donc continue par
morceaux sur [c, d].

Enfin pour tout (x,t) € [a,b] X [, d],

Oy
Ox

et la fonction constante ¢ — || f||o est intégrable sur le segment |c, d].

<x,t>\ 1 f ) < 1l

Donc par le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre, |1 est de classe 4! sur [a, b] | et

vz € [0, 1] w’(a;):/ g—i(x,t)dt:/ Fla )t

Par le théoreme fondamental de I’analyse, pour tout x € [a, bl

(z) = dla) + / " (u)du

/: (/Cdf(u,t)dt) du:/cd (/:f(w)du) 0
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c’est-a-dire




4. Appliquant le résultat précédent & [z = b||on en déduit le théoreéme de Fubini|.

Exercice |1

Soit f une fonction de classe €% de R? dans R?. On considere les fonctions u, v de R? dans R telles que

V(z,y) € R?, f(z,y) = (u(z,y),v(z,y))

1. Soit (z,y) € R% La matrice jacobienne de f en (z,y) est

ﬂ%w=(

%@w)%ﬁww)

2. On suppose que pour tout (z,y) de R? J(z,y) est une matrice de rotation. On note

J(l’,y) — ( O(ZL’,y) —S(l’,y)

Soit (z,y) € R2.

S(x,y)  C(z,y)

)

Comme J(z,y) est orthogonale, la norme euclidienne (canonique) de sa premiere colonne est égale

a 1 donce

Clz,y)* + S(z,y)? =1

Comme f est de classe €2, ses composantes (dans la base canonique de R?) sont de classe ¢ donc

C et S sont de classe €.

Comme C? + S? est constante, ses dérivées partielles premiéres sont nulles donc

Y(z,y) € R?

et
V(x,y) € R?

oC oS
20(07 y)_(l’,y) + 25(0, y)%(%y) =0

ox

oC oS
20(07 y)—<l', y) + 25(0, y)a_y

dy

(z,y) =0

De plus comme u et de classe €%, on a d’aprés le théoréme de Schwarz, pour tout (z,y) € R?

c’est-a-dire

De méme

c’est-a-dire

82_“(1; )_ﬂ(x )
Oxdy Y -~ Oyox Y

agf&%wzgsww)

TV = L ()
Oxdy BYI= OyOx Y
ac 23

8_x(m’y) = a_y(m7y)
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On a donc en tout point (z,y) € R?,

0500% 0
0o 0 C S 3_6—0
0 1 1 0f|% 0
—1001g—y 0

Par développement selon la derniére ligne, puis utilisation de la régle de Sarrus pour les déterminant
d’ordre 3 ainsi obtenus, le déterminant de ce systeme est égal a :

S 0 0 c S 0
+10 C S|+|0 0 Cl=-52-C?*=—-1+#0

1 1 0 0 1 1
donc c’est un systeme cramérien homogene dont la seule solution est nulle.
Ainsi C et S ont des dérivées partielles nulles. Comme C' et S sont de classe 6! et comme R? est

un ouvert connexe par arcs, |C et S sont constantes sur R?|.

Notons C' I'unique valeur prise par la fonction C, idem pour S.
Soit « € R. La fonction u(z,.) a pour dérivée —S donc

Vy eR u(z,y) =u(z,0) — Sy
Or la fonction u(.,0) a pour dérivée C' donc
VeeR wu(z,0)=u(0,0)+ Cx

Ainsi

V(z,y) € R? |u(x,y) = u(0,0) + Cx — Sy

De méme

V(z,y) € R? |v(z,y) =v(0,0) + Sz + Cy

(variante : la fonction (z,y) — u(z,y) — (Cxz — Sy) a des dérivées partielles nulles; étant de classe
¢! sur R? qui est ouvert connexe par arcs, elle est constante. Idem mut. mut. pour v.)

Ainsi, notant 6 un réel tel que C' = cosf et S = sin,

f est |la composée de la translation de vecteur f(0,0) et de la rotation vectorielle d’angle 6 |.

Si 0 n’est pas congru a 0 modulo 27, c’est une ’rotation affine ‘ Dans le cas contraire, c’est une
translation |

Remarque : réciproquement, si f est une rotation affine ou une translation, alors elle est de classe
¢? et sa différentielle est constante et sa valeur en tout point est la partie linéaire de f, c’est-a-dire
une rotation vectorielle, donc J est constante et son unique valeur est dans SO(2).
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