MP1 / MP2 Devoir surveillé 7 (CCINP) 2022 - 2023

Le sujet est composé de deux problemes indépendants
Probleme 1 (CCINP PSI 2018)
Notations et définitions

— N désigne ’ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.

— Si X est une variable aléatoire d’espérance finie, on note E(X) cette espérance.
Soit (€2, &7, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire discrete sur (€2, o7, P) a valeurs dans
[—1,1]. On considére dans ce probleme une suite (X;), . de variables aléatoires discrétes sur (§2, .27, P),
indépendantes et de méme loi que X. Pour tout n € N*, on note

_X1_|_..._|_Xn
= - .

Sn

Objectif
Montrer que si la variable aléatoire X est centrée, (E(X) = 0), alors la suite (5,),., converge presque
stirement vers la constante 0. Il s’agit d’un cas particulier de la loi forte des grands nombres.

1. On ne suppose pas X centrée dans cette question. Montrer que X est d’espérance finie.
On suppose désormais que X est centrée.

2. Enoncer et démontrer I'inégalité de Markov.

3. En déduire que, pour tout o > 0 :

E(X)

«

P(IX] > a) <
4. Montrer que, pour tout ¢t > 0, pour tout € > 0 et pour tout n € N*, on a

tX\\"
P(S, 3 ¢) = Plenss 3 en) < L)

etna

Majoration de E(e™").

5. Soit @ > 1. On considere la fonction g, définie par

11— 1
Ve e R, g.(x) = 2Ia71+ —;Ia—am.

Montrer que la fonction g, est dérivable sur R et que la fonction ¢/, est décroissante sur R. En
déduire, en remarquant que g,(—1) = g,(1) = 0, que, pour tout = € [—1, 1], g,(z) = 0.

6. En déduire que
l—z _, L I+
e [
2 2

t

VE >0, Vo € [—1,1], e <

e

7. En déduire que
vt >0, E(e") < ch(t).
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8.

Montrer que
tQk‘ 1 t2 k
VEeN, VteR, — < = (=] .
TSR G k!(Z)

En déduire que
vt >0, B(e") < e/

Majoration de P(|S,| > ¢)

Dans ce paragraphe, on considere un entier n € N* et un réel £ > 0.

9. Montrer que la fonction R 5 ¢ —— e~ et /2 gtteint un minimum en un point que l'on précisera.
10. En déduire que P(S, > ¢) < e /2 puis que
P(|S,] =€) < 2e7/2
Conclusion
11. Montrer que, pour tout réel € > 0, la série de terme général P(|S,| > ) converge.
12. On fixe un réel € > 0. On note, pour tout n € N* :
Bu(e) = | {weQ; [Suw)| >}
m>2n

Montrer que, pour tout n € N* et tout € > 0, B, (¢) est un événement et que P ([, Bn(e)) = 0.

13. Pour tout k € N*, posons
. 1
Q. =<weQ; dne N Vm=>n, \Sm(w)|<E )

Montrer que, pour tout k € N*, {0, est un événement.

Ecrire Pensemble A = {w € Q; lim, o0 Sy, (w) = 0} & 'aide des événements €, k € N*. En déduire

que A est un événement.
14. Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.
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Probleme 2 (CCINP MP 2006)

Dans tout le probleme, R est muni de sa norme naturelle : la valeur absolue.

Toutes les fonctions considérées seront a valeurs dans R.

Si h est une fonction de classe €%, h*) désigne la dérivée k-ieme de h.

Si h est une fonction bornée sur R, on note ||hl|s = sup,cg |h(z)].

Une fonction définie sur R est dite nulle a 'infini si ses limites en +00 et en —oo sont nulles.

Objectifs

Le support d'une fonction f définie sur un intervalle I, noté Supp f, est I'adhérence de I’ensemble des
points o elle ne s’annule pas : Supp f = {z € I, f(x) # 0}.

Une fonction est dite a support compact si son support est une partie compacte de R.

On appellera fonction test, une fonction de classe > sur R a support compact.

On note 7 l'ensemble des fonctions tests. Il est facile de vérifier que .7 est une R-algebre.

Le but du sujet est de découvrir des fonctions tests dans la partie I et de les utiliser pour démontrer un
théoreme de Whitney a la partie II.

Partie | - Découverte des fonctions tests

1. Soit A une partie de R. Montrer que A est bornée si et seulement si son adhérence A est une
partie compacte de R. Une fonction f définie sur I est donc a support compact si et seulement si
{z €I, f(z) # 0} est une partie bornée de R.

2. Quelques exemples
a) On note u la fonction paire définie sur R par u(z) =4 — 2% si 2 € [0,2] et u(z) =0 si x > 2.
Représenter la fonction u et déterminer son support. La fonction u est-elle a support compact ?
La fonction u est-elle une fonction test ?
b) La fonction sinus est-elle une fonction test ?
3. Soit & la fonction définie sur R par h(z) = e siz >0 et h(z) =0 si z < 0.
a) La fonction h est, d’apres les théorémes généraux, de classe € sur |0, +oo[. Montrer que pour
tout entier naturel k, il existe un polynéme P, dont on précisera le degré tel que pour tout réel
-1
x strictement positif, h*) (z) = P, (%) e= . En déduire que h est de classe € sur R.
b) La fonction h est-elle une fonction test ? La fonction h est-elle développable en série entiere au
voisinage de 07
4. On définit sur R la fonction ¢ par ¢(x) = h(—(z + 1)(x — 1)).
a) Déterminer le support de ¢ puis justifier que c’est une fonction test. Déterminer les variations
de ¢ puis tracer 'allure de sa courbe.

b) Déterminer une fonction test dont le support est [3, 8] puis une fonction test dont le support
est [1,2] U [5,6].
Déterminer les limites en +00 et —oo d’une fonction définie sur R a support compact.

6. Construction d’une suite régularisante.
+oo
a) Justifier que la fonction ¢ de la question 4. est intégrable sur R et que / p(t)dt > 0.

—00

En déduire I'expression d’une fonction test p positive, de support [—1, 1], intégrable sur R et

+o0
telle que / p(t)dt = 1.

[e.9]
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Pour tout entier naturel non nul n, on définit sur R la fonction p, par p,(x) = np(nz). La suite
de fonctions (p,,), est appelée suite régularisante.
+oo

b) Pour tout entier naturel non nul n, déterminer le support de p,, et calculer / pn(t)dt.

—00

Partie Il - Théoreme de Withney

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme de Whitney : Si F' est une partie fermée de R, alors il existe une fonction f de classe €
sur R telle que F' = Z(f) ou Z(f) ={z € R, f(x) = 0}.

7.
8.

10.

11.

Justifier que la réciproque du théoreme de Whitney est vraie.

Une premiére tentative de preuve... infructueuse

Soit F' une partie fermée de R. Pour tout réel z, on note d(x, F') = inf cp |x —y| et dr 'application
définie sur R par dp(x) = d(z, F).

Déterminer Z (dr). Quelle propriété notée (P) devrait vérifier 'application dr pour que le théoréme
de Whitney puisse étre démontré ?

Représenter graphiquement dr dans le cas particulier ot F' =] — oo, —1] U [1, +00].

L’application dp vérifie-t-elle cette propriété (P)? Justifier votre réponse.

Utilisation de fonctions tests

Démontrer le théoreme de Whitney dans les cas suivants :

(i) F' est le complémentaire d’un intervalle ouvert ]a, b].

(ii) F est le complémentaire de la réunion de deux intervalles ouverts disjoints.

Démontrer le théoreme de Whitney dans le cas général. On utilisera librement le résultat suivant :

une partie ouverte {2 de R, peut s’écrire comme une réunion finie ou dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints, c’est-a-dire ) = Ukel} ag, bi[, ot I est une partie de N.

(Pas dans I'énoncé initial) Démontrer le résultat admis a la question précédente.
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