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I. Oscillations d’un certain système linéaire

1. Comme 𝐴 appartient à 𝑆++
𝑛 , son spectre est inclus dans R*

+ donc ne contient pas 0.

Donc 𝐴− 0.𝐼𝑛 est inversible .

2. (𝐴−1)𝑇 = (𝐴𝑇 )−1 = 𝐴−1 donc 𝐴−1 est symétrique.

3. (. ; .)𝐴 : (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥𝑇𝐴𝑦 est

-bilinéaire par bilinéarité du produit matriciel et linéarité de la transposition,

-symétrique car ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℳ𝑛,1(R), comme la matrice 𝑥𝑇𝐴𝑦 est de format (1, 1) donc symétrique,

𝑥𝑇𝐴𝑦 = (𝑥𝑇𝐴𝑦)𝑇 = 𝑦𝑇𝐴𝑇𝑥 = 𝑦𝑇𝐴𝑥

car 𝐴 est symétrique.

-définie positive car 𝐴 est définie positive.

Donc c’est un produit scalaire sur ℳ𝑛,1(R).

∀𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, (𝑢(𝑥); 𝑦)𝐴 = (𝐴−1𝐾𝑥)𝑇𝐴𝑦 = 𝑥𝑇𝐾𝑇 (𝐴−1)𝑇𝐴𝑦

= = 𝑥𝑇𝐾𝐴−1𝐴𝑦 car 𝐴−1 et 𝐾 sont symétriques

= 𝑥𝑇𝐾𝑦 = 𝑥𝑇𝐴𝐴−1𝐾𝑦 = (𝑥;𝑢(𝑦))𝐴

4. Par la question précédente, l’endomorphisme 𝑢 est autoadjoint pour le produit scalaire (. ; .)𝐴.

Donc, par le théorème spectral , il existe une base (𝑒𝑖)16𝑖6𝑛 de R𝑛 orthonormale au sens de (.; .)𝐴
formée de vecteurs propres de 𝑢.

De plus 𝑢 est défini positif au sens de (.; .)𝐴 car le calcul précédent montre que pour tout 𝑥 ∈ R𝑛,
(𝑢(𝑥);𝑥) = 𝑥𝑇𝐾𝑥 et 𝐾 est définie positive.

Donc 𝑆𝑝(𝑢) ⊂ R*
+ .

Ainsi il existe 𝑛 réels strictement positifs 𝜆𝑖 ∈ R+*(1 6 𝑖 6 𝑛) tels que

∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑢(𝑒𝑖) = 𝐴−1𝐾𝑒𝑖 = 𝜆𝑖𝑒𝑖

5. Soit 𝑥 ∈ C 2 ([0,+∞ [;R𝑛) .

Pour tout 𝑡 ∈ [0,+∞[, notons 𝑥1(𝑡) = 𝑒*1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡) = 𝑒*𝑛(𝑡) les coordonnées de 𝑥(𝑡) dans la base
(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛). Les fonctions 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 sont de classe 𝒞2 car les termes de la base duale (𝑒*1, . . . , 𝑒

*
𝑛)

de (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) sont linéaires.

𝑥 est solution de (1) si et seulement si pour tout 𝑡 > 0, 𝑥′′(𝑡) = −𝑢(𝑡) c’est-à-dire

𝑥′′1(𝑡)𝑒1 + . . .+ 𝑥′′𝑛(𝑡)𝑒𝑛 = −
(︁
𝜆1𝑥1(𝑡)𝑒1 + . . .+ 𝜆𝑛𝑥𝑛(𝑡)𝑒𝑛

)︁
c’est-à-dire : ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥′′1(𝑡) = −𝜔2
1𝑥1(𝑡)

...
𝑥′′𝑛(𝑡) = −𝜔2

𝑛𝑥𝑛(𝑡)

Donc 𝑥 est solution de l’équation différentielle (1) si et seulement si il existe 2𝑛 nombres réels
(𝑎𝑖)16𝑖6𝑛 , (𝑏𝑖)16𝑖6𝑛 tels que :
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∀𝑡 ∈ [0,+∞[, 𝑥(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑎𝑖 cos (𝜔𝑖𝑡) + 𝑏𝑖 sin (𝜔𝑖𝑡)) 𝑒𝑖

Par le raisonnement précédent, l’espace vectoriel des solutions de (1) est isomorphe, via l’applica-
tion 𝑥 ↦→ (𝑒*1 ∘ 𝑥, . . . , 𝑒*𝑛 ∘ 𝑥), au produit des espaces vectoriels des solutions de 𝑥′′1 = −𝜆1𝑥1, . . . ,
𝑥′′1 = −𝜆𝑛𝑥𝑛, qui sont chacun de dimension 2 d’après le cours.

Donc l’ensemble des solutions de (1) est un espace vectoriel de dimension 2𝑛 .

6. Soient 𝑥, 𝑦 ∈ C 1 ([0,+∞ [;R𝑛) . Par bilinéarité de ⟨.; .⟩,

∀𝑡 ∈ [0,+∞[,
𝑑

𝑑𝑡
(⟨𝐴𝑥; 𝑦⟩)(𝑡) = ⟨(𝐴𝑥)′(𝑡); 𝑦(𝑡)⟩ + ⟨𝐴𝑥(𝑡); 𝑦′(𝑡)⟩ = ⟨𝐴𝑥′(𝑡); 𝑦(𝑡)⟩ + ⟨𝐴𝑥(𝑡); 𝑦′(𝑡)⟩

car 𝐴 est constante (indépendante de 𝑡).

7. Soit 𝑥 ∈ C 2 ([0,+∞ [;R𝑛) une solution de l’équation différentielle (1).

(︁
(𝑇 (𝑥) + 𝑈(𝑥)

)︁′
(𝑡) =

1

2
⟨𝐴𝑥′′(𝑡);𝑥′(𝑡)⟩ +

1

2
⟨𝐴𝑥′(𝑡);𝑥′′(𝑡)⟩ +

1

2
⟨𝐾𝑥′(𝑡);𝑥(𝑡)⟩ +

1

2
⟨𝐾𝑥(𝑡);𝑥′(𝑡)⟩

= ⟨𝐴𝑥′′(𝑡);𝑥′(𝑡)⟩ + ⟨𝐾𝑥(𝑡);𝑥′(𝑡)⟩ car 𝐴 et 𝐾 sont symétriques

= ⟨𝐴𝑥′′(𝑡) +𝐾𝑥(𝑡);𝑥′(𝑡)⟩
= ⟨0;𝑥′(𝑡)⟩ = 0

Donc la quantité 𝑇 (𝑥) (𝑡) + 𝑈(𝑥)(𝑡) ne dépend pas de 𝑡 ∈ [0,+∞[ .

II. Résultats intermédiaires.

8. En reconnaissant une dérivée exacte,∫︁ 𝜋

0

(︂
1 + cos 𝑡

2

)︂𝑘

sin 𝑡 𝑑𝑡 =
[︁
− 1

2𝑘(𝑘 + 1)
(1 + cos 𝑡)𝑘+1

]︁𝜋
0

=
2

𝑘 + 1

Par le changement de variable 𝑡 = 2𝜋 − 𝜃,∫︁ 2𝜋

𝜋

(︂
1 + cos 𝑡

2

)︂𝑘

𝑑𝑡 =

∫︁ 0

𝜋

(︂
1 + cos(2𝜋 − 𝜃)

2

)︂𝑘

(−𝑑𝜃) =

∫︁ 𝜋

0

(︂
1 + cos 𝜃

2

)︂𝑘

𝑑𝜃

par parité et 2𝜋-périodicité de cos.

D’où∫︁ 2𝜋

0

(︂
1 + cos 𝑡

2

)︂𝑘

𝑑𝑡 = 2

∫︁ 𝜋

0

(︂
1 + cos 𝑡

2

)︂𝑘

𝑑𝑡 > 2

∫︁ 𝜋

0

(︂
1 + cos 𝑡

2

)︂𝑘

sin 𝑡 𝑑𝑡 =
4

𝑘 + 1
> 0

car 1 + cos > 0 et sin 6 1.

Donc 𝑐𝑘 est bien défini et 𝑐𝑘 6 𝑘+1
4

.

9. Soit 𝜀 ∈]0, 𝜋 [ .

Comme 1 + cos est positive, décroissante sur [0, 𝜋] et invariante par composition à droite par
𝑡 ↦→ 2𝜋 − 𝑡, on a

0 6 𝛿𝑘(𝜀) = 𝑅𝑘(𝜀) 6
𝑘 + 1

4

(︂
1 + cos 𝜀

2

)︂𝑘
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Or 0 6 1+cos 𝜀
2

< 1 donc
(︀
1+cos 𝜀

2

)︀𝑘
= 𝑜𝑘→∞(1/𝑘) = 𝑜𝑘→∞(1/(𝑘 + 1)) et ainsi par encadrement

𝛿𝑘(𝜀) →
𝑘→∞

0

10. a) Soit 𝑔 ∈ C2𝜋(R;C).

𝑔 étant continue, sa restriction au segment [0, 2𝜋] est bornée.

De plus, pour tout réel 𝑡, notant 𝑛 = ⌊ 𝑡
2𝜋
⌋, on a 𝑛 6 𝑡

2𝜋
< 𝑛 + 1 donc 0 6 𝑡 − 2𝑛𝜋 < 2𝜋 et

ainsi, puisque 𝑔 est 2𝜋-périodique,

|𝑔(𝑡)| = |𝑔(𝑡− 2𝑛𝜋)| 6 ||𝑔||∞,[0,2𝜋]

.

Donc 𝑔 est bornée (et ||𝑔|| = ||𝑔||∞,[0,2𝜋]).

b) Soit 𝜀 ∈]0, 𝜋 [ , et 𝑘 ∈ N. Soit ℎ ∈ C2𝜋(R;C) qui est de classe C 1 sur R. Soit 𝑢 un réel.

Par le changement de variable 𝑡 = 𝑢− 𝑡1,∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑢−2𝜋

𝑢

𝑅𝑘 (𝑡1)ℎ (𝑢− 𝑡1) (−𝑑𝑡1) =

∫︁ 𝑢

𝑢−2𝜋

𝑅𝑘 (𝑡1)ℎ (𝑢− 𝑡1) 𝑑𝑡1

D’après un théorème de MPSI, l’intégrale d’une fonction périodique continue par morceaux sur
”un intervalle de période” ne dépend pas de cet intervalle. Comme 𝑡1 ↦→ 𝑅𝑘(𝑡1)ℎ(𝑢 − 𝑡1) est
continue et 2𝜋-périodique,

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘 (𝑡1)ℎ (𝑢− 𝑡1) 𝑑𝑡1

Par l’égalité précédente et la relation

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘 (𝑡1) 𝑑𝑡1 = 1,

⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡− ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘 (𝑡1)ℎ (𝑢− 𝑡1) 𝑑𝑡1 − ℎ(𝑢)

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑡1)𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘 (𝑡1) (ℎ (𝑢− 𝑡1) − ℎ(𝑢))𝑑𝑡1

⃒⃒⃒⃒
6

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘 (𝑡1)
⃒⃒⃒
ℎ (𝑢− 𝑡1) − ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡1,

cette dernière inégalité étant obtrenue par inégalité triangulaire intégrale et positivité de 𝑅𝑘.

Par croissance l’intégrale et en majorant
⃒⃒⃒
ℎ (𝑢− 𝑡1) − ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒
par

⃒⃒⃒
ℎ (𝑢− 𝑡1)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒
,∫︁ 2𝜋−𝜀

𝜀

𝑅𝑘 (𝑡1)
⃒⃒⃒
ℎ (𝑢− 𝑡1) − ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡1 6 (2𝜋 − 2𝜀)𝛿𝑘(𝜀)2||ℎ|| 6 4𝜋||ℎ||𝛿𝑘(𝜀)

Par inégalité des accroissements finis, on peut également majorer
⃒⃒⃒
ℎ (𝑢− 𝑡1)−ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒
par |𝑡1|.||ℎ′||

et on obtient :
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∫︁ 𝜀

0

𝑅𝑘 (𝑡1)
⃒⃒⃒
ℎ (𝑢− 𝑡1) − ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡1 6

∫︁ 𝜀

0

𝑅𝑘 (𝑡1) ||ℎ′||.|𝑡1| 𝑑𝑡1

6
∫︁ 𝜀

0

𝑅𝑘 (𝑡1) ||ℎ′||.𝜀 𝑑𝑡1

6
∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘 (𝑡1) ||ℎ′||.𝜀 𝑑𝑡1

= 𝜖||ℎ′||

Enfin, ∫︁ 2𝜋

2𝜋−𝜀

𝑅𝑘 (𝑡1)
⃒⃒⃒
ℎ (𝑢− 𝑡1) − ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡1 =

∫︁ 2𝜋

2𝜋−𝜀

𝑅𝑘 (𝑡1)
⃒⃒⃒
ℎ (𝑢− 𝑡1 + 2𝜋) − ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡1

6
∫︁ 2𝜋

2𝜋−𝜀

𝑅𝑘 (𝑡1) (2𝜋 − 𝑡1)||ℎ′|| 𝑑𝑡1

6
∫︁ 2𝜋

2𝜋−𝜀

𝑅𝑘 (𝑡1) 𝜀||ℎ′|| 𝑑𝑡1

6
∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘 (𝑡1) ||ℎ′||.𝜀 𝑑𝑡1

= 𝜖||ℎ′||

Donc par la relation de Chasles,⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡− ℎ(𝑢)

⃒⃒⃒⃒
6 2 ‖ℎ′‖ 𝜀+ 4𝜋‖ℎ‖𝑑𝑘(𝜀)

III. Un théorème ergodique.

Dans toute la suite on se limite au cas 𝑛 = 2 de la partie I.

11. Soit 𝑥 ∈ C 2 ([0,+∞ [;R2) une solution de l’équation (1).

D’après la question 5), on sait qu’il existe quatre réels 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2 tels que pour tout 𝑡 ∈ [0,+∞[,

𝑥(𝑡) =
2∑︁

𝑖=1

(𝑎𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡) + 𝑏𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡))𝑒𝑖

où, pour 𝑖 ∈ {1, 2}, 𝜔2
𝑖 = 𝜆𝑖.

Soit 𝑖 ∈ {1, 2}. Si 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 = 0, on peut poser 𝑐𝑖 = 𝜙𝑖 = 0. On a bien que pour tout 𝑡 > 0,

𝑎𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡) + 𝑏𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡) = 𝑐𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜙𝑖) = 0

Sinon, on pose 𝑐𝑖 =
√︀
𝑎2𝑖 + 𝑏2𝑖 et 𝑎′𝑖 = 𝑎𝑖

𝑐𝑖
, 𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖

𝑐𝑖
. On vérifie alors que (𝑎′𝑖)

2 + (𝑏′𝑖)
2 = 1. Il existe

donc 𝜙𝑖 ∈ R tel que cos(𝜙𝑖) = 𝑎′𝑖 et sin(𝜙𝑖) = 𝑏′𝑖.

Pour 𝑡 > 0,

𝑎𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡) + 𝑏𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡) = 𝑐𝑖 (𝑎′𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡) + 𝑏′𝑖 sin(𝜔𝑖𝑡)) = 𝑐𝑖 cos(𝜔𝑖𝑡+ 𝜙𝑖)

Il existe bien quatre réels 𝑐1, 𝑐2, 𝜙1, 𝜙2 tels que :

∀𝑡 ∈ [0,+∞[, 𝑥(𝑡) =
2∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖 cos (𝜔𝑖𝑡+ 𝜙𝑖) 𝑒𝑖
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12. Soit 𝑓 ∈ C2𝜋,2𝜋 (R2;C).

a) On sait que 𝐾 = [0, 2𝜋]× [0, 2𝜋] est un compact de R2 (en tant que produit de deux compacts).
La fonction 𝑓 étant continue, elle est bornée sur 𝐾 et atteint ses bornes. On note

𝑀 = sup
(𝜃1,𝜃2)∈𝐾

|𝑓(𝜃1, 𝜃2)| = max
(𝜃1,𝜃2)∈𝐾

|𝑓(𝜃1, 𝜃2)|

Soit (𝑥, 𝑦) ∈ R2. Montrons par récurrence que pour tout 𝑝, 𝑞 dans Z2, 𝑓(𝑥 + 2𝑝𝜋, 𝑦 + 2𝑞𝜋) =
𝑓(𝑥, 𝑦). On procède par récurrence sur 𝑑 = |𝑝| + |𝑞| en notant

P(𝑑) : ≪ pour (𝑝, 𝑞) ∈ Z2 tels que |𝑝| + |𝑞| 6 𝑑 on a 𝑓(𝑥+ 2𝑝𝜋, 𝑦 + 2𝑞𝜋) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ≫.

— Soit 𝑑 = 0. Le prédicat P(0) est vérifié car si 𝑑 = 0 alors 𝑝 = 𝑞 = 0.
— Soit 𝑑 ∈ N. On suppose P(𝑑) et on montre P(𝑑+1). Soit (𝑝, 𝑞) ∈ Z2 tels que |𝑝|+|𝑞| 6 𝑑+1.

Si |𝑝| + |𝑞| 6 𝑑 alors 𝑓(𝑥+ 2𝑝𝜋, 𝑦 + 2𝑞𝜋) = 𝑓(𝑥, 𝑦) par hypothèse de récurrence.
Sinon, si 𝑝 > 0 alors

𝑓(𝑥+ 2𝑝𝜋, 𝑦 + 2𝑞𝜋) = 𝑓(𝑥+ 2(𝑝− 1)𝜋, 𝑦 + 2𝑞𝜋)
𝐻𝑅
= 𝑓(𝑥, 𝑦)

Si 𝑝 < 0 alors

𝑓(𝑥+ 2𝑝𝜋, 𝑦 + 2𝑞𝜋) = 𝑓(𝑥+ 2(𝑝+ 1)𝜋, 𝑦 + 2𝑞𝜋)
𝐻𝑅
= 𝑓(𝑥, 𝑦)

Si 𝑝 = 0 alors, on procède de même en séparant selon que 𝑞 > 0 ou 𝑞 < 0.

On en déduit que pour tout (𝑥, 𝑦) dans R2 et tout (𝑝, 𝑞) dans Z2, 𝑓(𝑥+2𝑝𝜋, 𝑦+2𝑞𝜋) = 𝑓(𝑥, 𝑦).

Maintenant, pour (𝑥, 𝑦) ∈ R2. On pose 𝑘𝑥 = ⌊ 𝑥
2𝜋
⌋ et 𝑘𝑦 = ⌊ 𝑦

2𝜋
⌋ puis 𝜃1 = 𝑥−2𝑘𝑥𝜋, 𝜃2 = 𝑦−2𝑘𝑦𝜋.

Comme par définition, 𝑘𝑥 6 𝑥
2𝜋
< 𝑘𝑥 + 1, 𝜃1 ∈ [0, 2𝜋[. De même 𝜃2 ∈ [0, 2𝜋[.

On en déduit que (𝜃1, 𝜃2) ∈ 𝐾 et donc

|𝑓(𝑥, 𝑦)| = |𝑓(𝜃1 + 2𝑘𝑥𝜋, 𝜃2 + 2𝑘𝑦𝜋)| = |𝑓(𝜃1, 𝜃2)| 6𝑀

On a montré que 𝑓 est bornée et que (𝜃1, 𝜃2) ↦→ |𝑓 (𝜃1, 𝜃2)| atteint sa borne supérieure sur R2.

En particulier
𝑀 = sup

(𝜃1,𝜃2)∈𝐾
|𝑓 (𝜃1, 𝜃2)| = sup

(𝜃1,𝜃2)∈R2

|𝑓 (𝜃1, 𝜃2)|

b) On commence par vérifier que, pour tout 𝜃2 ∈ R, 𝜃1 ↦→ 𝑓(𝜃1, 𝜃2) est continue. On peut donc
intégrer sur le segment [0, 2𝜋]. Notons

𝑣 : 𝜃2 ↦→
∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1

On montre alors que 𝑣 est continue en appliquant le théorème de continuité des intégrales à
paramètres :
i) Pour tout 𝜃2 ∈ R, 𝜃1 ↦→ 𝑓 (𝜃1, 𝜃2) est continue (par morceaux) sur [0, 2𝜋].

ii) Pour tout 𝜃1 ∈ R, 𝜃2 ↦→ 𝑓 (𝜃1, 𝜃2) est continue sur R.
iii) Domination. Pour tout 𝜃1 ∈ [0, 2𝜋], pour tout 𝜃2 ∈ R,

|𝑓 (𝜃1, 𝜃2) | 6 ‖𝑓‖

La fonction constante 𝜃1 ↦→ ‖𝑓‖ est intégrable sur le segment [0, 2𝜋].
D’après le théorème de continuité des intégrales à paramètres, la fonction 𝑣 est continue sur R.

13. Soit 𝑗, ℓ ∈ Z. On pose 𝑓 : (𝜃1, 𝜃2) ↦→ 𝑒𝑖𝜃1𝑗𝑒𝑖𝜃2ℓ
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— Si (𝑗, ℓ) = (0, 0) , la fonction 𝑓 est la fonction constante égale à 1. Dans ce cas car pour tout

𝑇 > 0 et tout 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (𝑓 ∘ 𝜃)(𝑡) = 1 d’où

lim
𝑇→+∞

1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡 = 1

De plus, pour tout 𝜃2 ∈ R,

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝜃1, 𝜃2)𝑑𝜃1𝑑𝜃2 = 2𝜋 donc

(2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2 =
(2𝜋)2

(2𝜋)2
= 1

Le Théorème Ergodique est vérifié.

— Si (𝑗, ℓ) ̸= (0, 0) .

Pour 𝑇 > 0, ∫︁ 𝑇

0

(𝑓 ∘ 𝜃)(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

𝑓(𝜔1𝑡+ 𝜙1, 𝜔2𝑡+ 𝜙2)𝑑𝑡

=

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝑖𝑗(𝜔1𝑡+𝜙1)𝑒𝑖ℓ(𝜔2𝑡+𝜙2)𝑑𝑡

= 𝑒𝑖(𝑗𝜙1+ℓ𝜙2)

∫︁ 𝑇

0

𝑒𝑖(𝑗𝜔1+ℓ𝜔2)𝑡𝑑𝑡

Comme 𝜔1

𝜔2
n’est pas rationnel, 𝑗𝜔1 + ℓ𝜔2 ̸= 0 d’où∫︁ 𝑇

0

𝑒𝑖(𝑗𝜔1+ℓ𝜔2)𝑡𝑑𝑡 =

[︂
1

𝑖(𝑗𝜔1 + ℓ𝜔2)
𝑒𝑖(𝑗𝜔1+ℓ𝜔2)𝑡

]︂𝑇
0

=
𝑒𝑖(𝑗𝜔1+ℓ𝜔2)𝑇 − 1

𝑖(𝑗𝜔1 + ℓ𝜔2)

On en déduit que ⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓 ∘ 𝜃)(𝑡)𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
6

2

𝑇 |𝑗𝜔1 + ℓ𝜔2|
−→

𝑇→+∞
0

Cela donne

lim
𝑇→+∞

1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡 = 0

D’autre part, pour tout 𝜃2 ∈ R,∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1 = 𝑒𝑖𝜃2ℓ
∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖𝜃1𝑗𝑑𝜃1 =

{︃ [︁
1
𝑖𝑗
𝑒𝑖𝜃1𝑗

]︁2𝜋
0

= 0 si 𝑗 ̸= 0

2𝜋 si 𝑗 = 0

Donc, si 𝑗 ̸= 0,

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2 = 0.

Dans le cas où 𝑗 = 0, on a ℓ ̸= 0 et∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2 = 2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖𝜃2ℓ𝑑𝜃2 = 2𝜋

[︂
1

𝑖ℓ
𝑒𝑖𝜃2ℓ

]︂2𝜋
0

= 0

Le Théorème Ergodique est aussi vérifié dans ce cas.

14. Soit 𝑘 ∈ N*. Pour (𝑢, 𝑣) ∈ R2 on veut exprimer

𝑓𝑘(𝑢, 𝑣) =

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘 (𝑢− 𝜃1)𝑅𝑘 (𝑣 − 𝜃2) 𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2

On utilise d’abord que 1+cos(𝑡)
2

= cos2( 𝑡
2
). On en déduit que
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𝑅𝑘(𝑢− 𝜃1) = 𝑐𝑘

(︂
1 + cos(𝑢− 𝜃1)

2

)︂𝑘

= 𝑐𝑘 cos2𝑘
(︂
𝑢− 𝜃1

2

)︂
= 𝑐𝑘

(︂
𝑒𝑖(𝑢−𝜃1)/2 + 𝑒−𝑖(𝑢−𝜃1)/2

2

)︂2𝑘

=
𝑐𝑘
4𝑘

2𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
2𝑘

𝑗

)︂
𝑒𝑖𝑗(𝑢−𝜃1)/2𝑒−𝑖(2𝑘−𝑗)(𝑢−𝜃1)/2

=
𝑐𝑘
4𝑘

2𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
2𝑘

𝑗

)︂
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)(𝑢−𝜃1)

=
𝑐𝑘
4𝑘

𝑘∑︁
𝑗=−𝑘

(︂
2𝑘

𝑗 + 𝑘

)︂
𝑒𝑖𝑗𝑢𝑒−𝑖𝑗𝜃1

De même

𝑅𝑘(𝑣 − 𝜃2) =
𝑐𝑘
4𝑘

𝑘∑︁
ℓ=−𝑘

(︂
2𝑘

𝑘 + ℓ

)︂
𝑒𝑖ℓ𝑢𝑒−𝑖ℓ𝜃2

On en déduit, par linéarité des intégrales, que

𝑓𝑘(𝑢, 𝑣) =
∑︁

−𝑘6𝑗,ℓ6𝑘

𝑎𝑗,ℓ𝑒
𝑖𝑢𝑗𝑒𝑖𝑣ℓ

où, pour 𝑗 et ℓ dans [[−𝑘, 𝑘]],

𝑎𝑗,ℓ =
𝑐2𝑘

16𝑘

(︂
2𝑘

𝑗 + 𝑘

)︂(︂
2𝑘

ℓ+ 𝑘

)︂∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑒−𝑖𝑗𝜃1𝑒−ℓ𝜃2𝑓(𝜃1, 𝜃2)𝑑𝜃1𝑑𝜃2

On a vu à la question précédente que les fonctions de la forme (𝜃1, 𝜃2) ↦→ 𝑒𝑖𝑗𝜃1𝑒𝑖ℓ𝜃2 vérifiaient le
Théorème Ergodique. Par linéarité, les fonctions 𝑓𝑘 le vérifient aussi.

15. Soit 𝜀 ∈]0, 𝜋 [ et 𝑘 ∈ N*. Soit (𝑢, 𝑣) ∈ R2. Pour tout 𝜃2 ∈ R, en utilisant la question 10) pour la
fonction ℎ : 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡, 𝜃2) qui est bien 2𝜋-périodique et de classe C 1, on a⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝜃1)𝑓(𝜃1, 𝜃2)𝑑𝜃1 − 𝑓(𝑢, 𝜃2)

⃒⃒⃒⃒
6 2 ‖ℎ′‖ 𝜀+ 4𝜋‖ℎ‖𝑑𝑘(𝜀)

Or ℎ′ est la fonction 𝑡 ↦→ 𝜕𝑓
𝜕𝜃1

(𝑡, 𝜃2) donc⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝜃1)𝑓(𝜃1, 𝜃2)𝑑𝜃1 − 𝑓(𝑢, 𝜃2)

⃒⃒⃒⃒
6 2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝜃1

⃦⃦⃦⃦
𝜀+ 4𝜋‖𝑓‖𝑑𝑘(𝜀)

On en déduit par intégration que

|𝑓𝑘(𝑢, 𝑣) − 𝑔𝑘(𝑢, 𝑣)| =

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑘(𝑢, 𝑣) −

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑣 − 𝜃2)𝑓(𝑢, 𝜃2)𝑑𝜃2

⃒⃒⃒⃒
6

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑣 − 𝜃2)

⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝜃1)𝑓(𝜃1, 𝜃2)𝑑𝜃1 − 𝑓(𝑢, 𝜃2)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜃2

6
∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑣 − 𝜃2)

(︂
2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝜃1

⃦⃦⃦⃦
𝜀+ 4𝜋‖𝑓‖𝑑𝑘(𝜀)

)︂
𝜃2

6 2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝜃1

⃦⃦⃦⃦
𝜀+ 4𝜋‖𝑓‖𝑑𝑘(𝜀)
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De plus, en appliquant encore la question 10) mais à la fonction ℎ : 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑢, 𝑡) qui est 2𝜋-périodique
et de classe C 1 on obtient que

|𝑔𝑘(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| =

⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑣 − 𝜃2)𝑓(𝑢, 𝜃2)𝑑𝜃2 − 𝑓(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
6 2

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝜃2

⃦⃦⃦⃦
𝜀+ 4𝜋‖𝑓‖𝑑𝑘(𝜀)

On en déduit, par inégalité triangulaire,

|𝑓𝑘(𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑢, 𝑣)| 6

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑘(𝑢, 𝑣) −

∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑣 − 𝜃2)𝑓(𝑢, 𝜃2)𝑑𝜃2

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑣 − 𝜃2)𝑓(𝑢, 𝜃2)𝑑𝜃2 − 𝑓(𝑢, 𝑣)

⃒⃒⃒⃒
6 2𝜀

(︂⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝜃1

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝜃2

⃦⃦⃦⃦)︂
+ 8𝜋‖𝑓‖𝑑𝑘(𝜀)

16. On pose 𝑀 = 2
(︁⃦⃦⃦

𝜕𝑓
𝜕𝜃1

⃦⃦⃦
+
⃦⃦⃦

𝜕𝑓
𝜕𝜃2

⃦⃦⃦)︁
+ 8𝜋‖𝑓‖.

On se donne 𝜀 ∈]0, 𝜋[. On sait d’après la question 9) que lim
𝑘→+∞

𝑑𝑘(𝜀) = 0. Il existe donc 𝑘 ∈ N*

tel que 𝑑𝑘(𝜀) < 𝜀. On fixe alors un tel entier 𝑘. D’après la question 14) la fonction 𝑓𝑘 vérifie le
Théorème Ergodique donc

lim
𝑇→+∞

∫︁ 𝑇

0

(𝑓𝑘 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡 = (2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓𝑘 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2

Par définition de la limite, il existe 𝑇0 > 0 tel que pour 𝑇 > 𝑇0,⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓𝑘 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡− (2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓𝑘 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀

Pour 𝑇 > 𝑇0, ⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡− (2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2

⃒⃒⃒⃒
6 𝐴+𝐵 + 𝐶

où

𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡− 1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓𝑘 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒⃒
6
𝑇

𝑇
‖𝑓 − 𝑓𝑘‖ 6𝑀𝜀

𝐵 =

⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓𝑘 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡− (2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓𝑘 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀

et

𝐶 =

⃒⃒⃒⃒
(2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓𝑘 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2 − (2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2

⃒⃒⃒⃒
6 (2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

‖𝑓 − 𝑓𝑘‖ 6𝑀𝜀

Donc pour 𝑇 > 𝑇0,⃒⃒⃒⃒
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(𝑓 ∘ 𝜃)(𝑡) 𝑑𝑡− (2𝜋)−2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓 (𝜃1, 𝜃2) 𝑑𝜃1𝑑𝜃2

⃒⃒⃒⃒
6 (2𝑀 + 1)𝜀

Cela prouve le Théorème Ergodique pour 𝑓 .
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17. a) La fonction 𝜓𝑎,𝑏 est de classe C ∞ sur [0, 2𝜋] ∖ {𝑎, 𝑏} par les théorèmes généraux.

Vérifions que 𝜓𝑎,𝑏 est de classe C 1 sur un voisinage de 𝑎. On voit d’abord que 𝜓𝑎,𝑏 est continue
en 𝑎 car lim

𝑡→𝑎
sin2( 𝜋

𝑏−𝑎
(𝑡− 𝑎)) = sin2(0) = 0.

Sur ]𝑎, 𝑏[, 𝜓′
𝑎,𝑏(𝑡) =

2𝜋

𝑏− 𝑎
cos( 𝜋

𝑏−𝑎
(𝑡− 𝑎)) sin( 𝜋

𝑏−𝑎
(𝑡− 𝑎)). On en déduit que lim

𝑡→𝑎+
𝜓′
𝑎,𝑏(𝑡) = 0.

Par le théorème de dérivabilité d’un prolongement, la fonction 𝜓𝑎,𝑏 est de classe C 1 sur un
voisinage de 𝑎. Un calcul similaire en utilisant que sin( 𝜋

𝑏−𝑎
(𝑏− 𝑎)) = sin(𝜋) = 0 donne que 𝜓𝑎,𝑏

est aussi de classe C 1 au voisinage de 𝑏.

b) Supposons par l’absurde que ∀𝑡 ∈ [0,+∞[ 𝑥(𝑡) ̸∈ Ω.

Comme Ω est ouvert et non vide, il contient une boule ouverte au sens de la norme

||.||∞,(𝑒1,𝑒2) : R2 ∋ 𝑦 ↦→ 𝑚𝑎𝑥(|𝑒*1(𝑦)|, |𝑒*2(𝑦)|)

donc il existe 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈]0, 1[ tels que 𝛼 < 𝛽 et 𝛾 < 𝛿 et Ω ⊃ {𝑢𝑒1 + 𝑣𝑒2, (𝑢, 𝑣) ∈]𝛼, 𝛽[×]𝛾, 𝛿[}.

Ainsi pour tout 𝑡 > 0, posant (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) = (cos(𝑡𝜔1 +𝜙1), cos(𝑡𝜔2 +𝜙2)), on a (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) ̸∈
]𝛼, 𝛽[×]𝛾, 𝛿[.

Posons 𝑎 = a𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝛽), 𝑏 = a𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝛼), 𝑐 = a𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝛿), 𝑑 = a𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝛾) et

Φ : (𝜃1, 𝜃2) ↦→ 𝜓𝑎,𝑏(𝜃1)𝜓𝑐,𝑑(𝜃2)

où 𝜓𝑎,𝑏 est la fonction obtenue en prolongeant 𝜓𝑎,𝑏 par 2𝜋-périodicité.

Comme 𝜓𝑎,𝑏 est nulle au voisinage des multiples de 2𝜋 elle est de classe 𝒞1 sur R.

Donc Φ est de classe 𝒞1 sur R2 comme produit de 𝜓𝑎,𝑏 ∘ ((𝜃1, 𝜃2) ↦→ 𝜃1) et de . . ., qui sont des
composées de fonctions de classe 𝒞1.

De plus pour tout 𝑡 > 0
Φ(𝜃(𝑡)) = Φ(𝑡𝜔1 + 𝜙1, 𝑡𝜔2 + 𝜙2) = 0

car
(𝑡𝜔1 + 𝜙1, 𝑡𝜔2 + 𝜙2) ̸∈

⋃︁
(𝑝,𝑞)∈Z2

(︁
]𝑎+ 2𝜋𝑝, 𝑏+ 2𝜋𝑝[×]𝑐+ 2𝜋𝑞, 𝑑+ 2𝜋𝑞[

)︁
car sinon on aurait

(cos(𝑡𝜔1 + 𝜙1), cos(𝑡𝜔2 + 𝜙2) ∈]𝛼, 𝛽[×]𝛾, 𝛿[

par décroissance stricte de cos sur [0, 𝜋].

Par le théorème ergodique, on aurait

0 = (2𝜋)−2

(︂∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝜃1)𝜓𝑎,𝑏(𝜃1)𝑑𝜃1

)︂(︂∫︁ 2𝜋

0

𝑅𝑘(𝑢− 𝜃2)𝜓𝑐,𝑑(𝜃2)𝑑𝜃2

)︂
ce qui est contradictoire car les deux intégrales du membre de droite sont strictement positives
car les intégrandes sont positives, continues et non identiquement nulles, et 0 ̸= 2𝜋.

Ainsi il existe 𝑡 > 0 tel que 𝑥(𝑡) ∈ Ω .
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