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I. Oscillations d’un certain systéme linéaire

1.

Comme A appartient & S;'*, son spectre est inclus dans RY. donc ne contient pas 0.

Donc ’A — 0.1, est inversible|.

(AHT = (AT)"! = A~ donc A7} est symétrique.

(.;)a: (z,y) = 2T Ay est

-bilinéaire par bilinéarité du produit matriciel et linéarité de la transposition,

-symétrique car V(z,y) € M, 1(R), comme la matrice 27 Ay est de format (1,1) donc symétrique,
vT Ay = (2T Ay)' =y ATz = yT Az

car A est symétrique.
-définie positive car A est définie positive.

Donc c’est un ‘produit scalaire‘ sur M,, 1 (R).

Va,y € R", (u(x);y)a

(AT'K2) Ay = 2T KT (A HT Ay
= =a2TKA'Ay car A~ et K sont symétriques
= 'Ky =1"AAT' Ky = | (z;u(y))a

Par la question précédente, I'endomorphisme u est | autoadjoint | pour le produit scalaire (.;.) 4.

Donc, par le ’théoréme spectral |, il existe une base (e;),;.,, de R™ orthonormale au sens de (.;.)a
formée de vecteurs propres de u.

De plus u est défini positif au sens de (.;.)4 car le calcul précédent montre que pour tout = € R",
(u(x);z) = 2T Kz et K est définie positive.

Donc | Sp(u) C R |

Ainsi il existe n réels strictement positifs \; € R™(1 < i < n) tels que

Vi € {1, c. ,n},u(ei) = A_IKGZ' = )\Z-ei

Soit z € €2 ([0, +o0 [; R™).

Pour tout ¢ € [0, 400], notons z1(t) = €j(t),...,x,(t) = e’ (t) les coordonnées de x(t) dans la base
(€1,...,¢e,). Les fonctions xy, ..., r, sont de classe C? car les termes de la base duale (ef,..., e)
de (ey,...,e,) sont linéaires.

x est solution de (1) si et seulement si pour tout ¢ > 0, 2”(t) = —u(t) c’est-a-dire

{(t)er + ... +ah(t)e, = — (Alxl(t)el +...+ )\nxn(t)en>

c’est-a-dire :
() = —win(t)

2(t) = —wln(t)

Donc z est solution de I'équation différentielle (1) si et seulement si il existe 2n nombres réels



n
Vt € [0, +ool, z(t) = Z (a; cos (w;t) + b;sin (w;t)) e;
i=1
Par le raisonnement précédent, I’espace vectoriel des solutions de (1) est isomorphe, via I’applica-
tion x — (e ox,..., e’ ox), au produit des espaces vectoriels des solutions de x| = —\jzq, ...,
x| = —A\,x,, qui sont chacun de dimension 2 d’apres le cours.

Donc I'ensemble des solutions de (1) est un espace vectoriel de ’dimension 2n \
6. Soient x,y € €' ([0, +oo [; R") . Par bilinéarité de (.;.),

vt € [0, +oo], i((Ax;w)(t) = ((Az)'(t);y(1)) + (Ax(t); o/ (1)) = | {A2'(1); y (1)) + (Az(); 9/ (1))

car A est constante (indépendante de t).
7. Soit x € €2 ([0, 400 [;R") une solution de I'équation différentielle (1).

(A (1);'(1)) + (A (1);2” (1)) + (K (1)) + 3 (Ka(t): (1)
Ax"(t);2'(t)) + (Kxz(t); 2’ (t)) car A et K sont symétriques

(

(t);x
Az"(t) + x( ); ()

(t)

)

N —

(@) +v@) 1) =

o~~~

0;2'(t)) =

Donc |la quantité T (z) (t) + U(z)(t) ne dépend pas de t € [0, +o0] |

Il. Résultats intermédiaires.

8. En reconnaissant une dérivée exacte,

™ (1+cost\" 1 er1]™ 2
- i t—|——— (1 R
/0 ( 5 ) sint d [ 2k 1)( + cost) ]0 A

Par le changement de variable t = 21 — 0,

2 k 0 N k T k
/ (1+2cost> dt:/ <1+cos(227r 9)> (—d@):/ <1+;zosc9> 50
s s 0

par parité et 2m-périodicité de cos.

D’ou
27 k T k T k
1 t 1 t 1 t 4
/ 1+ cost dtZQ/ 1+ cost @2/ Itcost\ e v %
0 2 0 2 0 2 k+1

car 1 +cos > 0 et sin < 1.

k+1

Donc | ¢; est bien défini et ¢ < %= |,

9. Soit € €]0, 7.
Comme 1 + cos est positive, décroissante sur [0, 7] et invariante par composition a droite par

t—2mr —t, ona
k+1 (1 g
0 < 0(e) = Ru(e) < + ( +coss>

4 2



Or 0 < Hzﬂ < 1 donc (M)k = Ok00(1/k) = 0k00(1/(k 4+ 1)) et ainsi par encadrement

10. a)

2

5k(€) — 0

k—o0

Soit g € €2-(R; C).
g étant continue, sa restriction au segment [0, 27] est bornée.

De plus, pour tout réel ¢, notant n = L%J, on an < % <n+1donc0<t—2nr < 27 et
ainsi, puisque g est 2m-périodique,

l9(@)| = [g(t = 2nm)[ < []9lloo, (0,27

Donc (et 11911 = llgllso fo.0m)-
Soit € €]0, 7 [, et k € N. Soit h € €5-(R; C) qui est de classe €! sur R. Soit u un réel.
Par le changement de variable ¢t = v — 4,

/QﬂRk(u—t)h(t)dt:/u%Rk (tl)h(u—tl)(—dtl):/u Re (t) b (u — 1) dty

D’apres un théoreme de MPSI, I'intégrale d’une fonction périodique continue par morceaux sur
"un intervalle de période” ne dépend pas de cet intervalle. Comme t; — Ry(t;)h(u — 1) est
continue et 27-périodique,

2 2
Ro(u—t)h(tydt = | Ry (t) h(u—t1)dt
0 0

27
Par I’égalité précédente et la relation / Ry (t) dt; =1,
0

/OWR;.C (tl)h(u—tl)dtl—h(u)/oWRk(tl)dtl

/0 " Ry(u — Hh(t)dt — h(u)

/0 ’ Ry (t1) (h(u—t1) — h(u))dt

< [ Rttt - ],

cette derniere inégalité étant obtrenue par inégalité triangulaire intégrale et positivité de Rj.
h(u—t))— h(u)) par |h(u—ty)|+ ‘h(u)

Par croissance l'intégrale et en majorant

[ r

Par inégalité des accroissements finis, on peut également majorer

Y

hu—t) — h(u))dtl < (2 — 22)6,(e)2|| || < 4| |h][64(e)

B u = t)=h(u)| par [L]. |11
et on obtient :



hu—t)— h(u)‘ dt, <

< /Rk 1) || dty

0

Rk (t1) ||P']].]t1] dts

/05 Ry (t1)

< / Ry (t1) ||A']|.€ dty
= €llh]|
Enfin,

"R () h(u—tl)—h(u)(dtl _ [T (t)

2m—e 2m—¢

h(u—ty+27) — h(u)| dt,

2
< / Re (1) (2 — 1)||W]| dts
2

T—E

27
< / Ry (t1) e]|']| dty
2

T—E

27
0
= ¢|W|]

Donc par la relation de Chasles,

< 2|1l e + 4x|[h]|d(e)

/ " Reu — Oh(0)dt — h(u)

I1l. Un théoreme ergodique.

Dans toute la suite on se limite au cas n = 2 de la partie 1.

11. Soit z € €2 ([0, 400 [; R?) une solution de I’équation (1).
D’apres la question 5), on sait qu’il existe quatre réels ay, as, by, by tels que pour tout ¢ € [0, 400,

(a; cos(wit) + b; sin(w;t))e;

8
=
S~—

!
Nl

ot pour i € {1,2}, w? = \;.
Soit ¢ € {1,2}. Si a; = b; = 0, on peut poser ¢; = ¢; = 0. On a bien que pour tout ¢ > 0,

a; cos(w;t) + b; sin(w;t) = ¢; cos(w;t + ¢;) =0

Sinon, on pose ¢; = y/af + b} et a; = %, V) = Y% On vérifie alors que (a})? + (b))% = 1. 11 existe
donc ¢; € R tel que cos(p;) = a; et sin(p;) = bg.
Pour t > 0,

a; cos(w;t) + b; sin(w;t) = ¢; (a; cos(w;t) + U} sin(w;t)) = ¢; cos(w;t + ¢;)
Il existe bien quatre réels ¢y, co, 1, @2 tels que :

Vt € [0, +ool, x(t) = ch’ cos (wit + ¢;) €

i=1



12. Soit f € CngQﬂ- (R2; C)
a) On sait que K = [0, 2] X [0, 27] est un compact de R? (en tant que produit de deux compacts).
La fonction f étant continue, elle est bornée sur K et atteint ses bornes. On note

M= su 01,05)| = max 0,0
(91702§)€K|f(1 5)] (91792)€K|f(1 2)]

Soit (z,y) € R2. Montrons par récurrence que pour tout p,q dans Z2, flx 4+ 2pm,y + 2qm) =
f(x,y). On procede par récurrence sur d = |p| + |q| en notant
P(d) : < pour (p,q) € Z* tels que |p| + |q| < d on a f(z + 2pm,y + 2qm) = f(z,y) >.
— Soit d = 0. Le prédicat &2(0) est vérifié car si d = 0 alors p = ¢ = 0.
— Soit d € N. On suppose Z(d) et on montre & (d+1). Soit (p, q) € Z* tels que |p|+|q| < d+1.
Si |p| + |¢| < d alors f(x + 2pm,y + 2qm) = f(x,y) par hypotheése de récurrence.
Sinon, si p > 0 alors

fla+2pm,y +2qm) = f(z +2(p — V)m,y +2qm) Z f(z,y)

Si p < 0 alors

fla+ 2pm,y +2qm) = f(x + 2(p + m,y + 2qm) = f(o,y)
Si p = 0 alors, on procede de méme en séparant selon que ¢ > 0 ou g < 0.
On en déduit que pour tout (z,y) dans R? et tout (p, q) dans Z?, f(z+2pm,y+2qm) = f(x,y).
Maintenant, pour (z,y) € R?. On pose k, = |3=] et k, = | ] puis 6y = x—2k, 7, 0 = y—2k,m.
Comme par définition, k, < 5= < k. + 1, 0, € [0, 27[. De méme 6, € [0, 27,
On en déduit que (61,6,) € K et donc

|f (@, 9)| = |f (01 + 2kam, 02 + 2Ky )| = [f (01, 62)] < M

On a montré que f est bornée et que (6y,0;) — |f (61, 65)| atteint sa borne supérieure sur R.

En particulier
M= sup [f(61,02)] = sup |f(6h,02)|
(61,02)eK (91,92)6R2
b) On commence par vérifier que, pour tout f; € R, 6, — f(6,605) est continue. On peut donc
intégrer sur le segment [0, 27]. Notons

2m
U 02 — f(91,92) d(gl
0

On montre alors que v est continue en appliquant le théoreme de continuité des intégrales a
parametres :
i) Pour tout 0y € R, 0y — f (6, 05) est continue (par morceaux) sur [0, 27].

ii) Pour tout ¢, € R, 05 — f (0, 65) est continue sur R.
iii) Domination. Pour tout 6; € [0, 27], pour tout #y € R,

£ (01,02) | < ISl

La fonction constante 6y — || f|| est intégrable sur le segment [0, 27].
D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, la fonction v est continue sur R.

13. Soit j, £ € Z. On pose f : (6, 0;) s eif17ei2t



— Si|(4,¢) = (0,0)|, la fonction f est la fonction constante égale a 1. Dans ce cas car pour tout

T >0et tout t € [0, 7], (foB)(t)=1don

2w

De plus, pour tout 0, € R, f(61,02)d01dOs = 2 donc

0

(2m)~2 /O i F (6, 605) db,dby = (

Le Théoreme Ergodique est vérifié.

— 51,0 #(0,0)]

Pour T" > 0,

T T
/ (f o 9)(t)dt = / f(wlt + ®1, U}Qt + (pg)dt
0 0
T
— / el (witter) pib(wat+e2) gy
0

T
_ iligi+te) / piliwr H)t gy
0

Comme o nest pas rationnel, jw; + lwy # 0 d’ou

g T i(jw1 +Lws)T
/ ei(jw1+£w2)tdt = [;ei(jmﬁ-&m)t} _ € (Gurtbw)T _
0 Z'(juh + £w2) 0 Z'(jwl + &HQ)

On en déduit que

Cela donne

‘%/OT(foé)(t)dt‘ <2

—_
= Tjwr + lws| T—+oo

D’autre part, pour tout 6, € R,

o , e 10 ]* .
/ f(01,02) db, = GZM/ eidg, = [z‘je j}o =0 sij#0
0 0 27T Si j — O

2 2

DOHC, si j §£ O, / / f (91, 02) d91d92 =0.

0

Dans le cas ou 7 =0, on a £ # 0 et

2r  p2m 2 1 . 2m
/ f (91, 02) d61d92 = 27'('/ ewﬂdﬁg =27 |:,—6192£:| =0
0 0 0 il 0

Le Théoreme Ergodique est aussi vérifié dans ce cas.

14. Soit k € N*. Pour (u,v) € R? on veut exprimer

2 21
Fou,v) = /0 [ R0 B0 = 02) 1 (01.02) ity

1+cos(t)

On utilise d’abord que =5 = cos®(%). On en déduit que

6



15.

Rp(u—6)) = c (1 + Coséu _ 91))k

= ¢ cos™ u—b
2

cilu=01)/2 | o—i(u—01)/2\ 2

2k
_ Z (%) i5(u—01) /2 y—i(2k—5)(u—01)/2

J

(2k>6 k) (u—01)
j

_ % 2k ol =it
4k ; j+k

Sy

[
S8
o
.
= I T

k
c 2k : .
Ry(v—0,) = 42 (k N €> et eit02

De méme

On en déduit, par linéarité des intégrales, que
fk u, ’U E a; e zu] vl
—k<jl<k

ou, pour j et ¢ dans [—k, k],

% —ii0 =% £(0, | 0,)d0,dO
Gt = 16k<g+k;)(€+k)/ / f (01, 02)dbdb,

On a vu & la question précédente que les fonctions de la forme (0y,6,) — €%¢%2 vérifiaient le
Théoreme Ergodique. Par linéarité, les fonctions fj le vérifient aussi.

Soit € €]0,7[ et k € N*. Soit (u,v) € R% Pour tout 6, € R, en utilisant la question 10) pour la
fonction & : t — f(t,605) qui est bien 27-périodique et de classe €', on a

27
/ Re(u — 60) (61, 6,)d0, — f(u,05)
0

Or 1/ est la fonction t — %(t, 6,) donc

< 2|[|A']| & + 4r||hl|dx(e)

2w a
[ Rutu = 005600008, 1(0,00)| < 2| 57|+ al e
0 1
On en déduit par intégration que
2
| fe(u,0) = gr(w,v)| = |fulw,v) = [ Rip(v—02)f(u,02)d0
0
27 2
< Rk(U - @2) Rk(u — 61)f(01, 02)d91 - f(u, 92) d@g
0 0
2T af
< Rk(U—@Q) 2 || = €+47T||f||dk(€> 02
0 ol
oaf
<
< 2|/ + 4l




16.

De plus, en appliquant encore la question 10) mais a la fonction h : ¢t — f(u,t) qui est 2m-périodique
et de classe €' on obtient que

2

Ri(v—63) f(u,6)d0y — f(u,v) of

|gk(u7 U) - f(u,v)| = 8_02

e + 4| flldi(e)

g

0
On en déduit, par inégalité triangulaire,
‘fk(ua U) - f(u,v)\ <

feluv) - / " Rl — 00)f u,0)d05) + /0 " Ruo — 02)f(u, 02)d05 — f(u, )

<H801

On pose M =2 (|| 2| + |22 ) + sl
On se donne ¢ €]0,7[. On sait d’apres la question 9) que klim di(e) = 0. 1l existe donc k € N*
— =400

+ 5] + salstance

tel que di(e) < e. On fixe alors un tel entier k. D’apres la question 14) la fonction fi vérifie le
Théoreme Ergodique donc

T 27 21
li of dt = (27) 2 6,.0,) dodb
im [ (feo0)(t) dt = (2n) / / Fo (61, 62) dBy 6,

T—+o0 J
Par définition de la limite, il existe Ty > 0 tel que pour T > Ty,
1 T 2w 27
‘T/ (fr o 0)(t) dt — (27)2/ fr (01, 02) dohdby| < e
0 o Jo

Pour T' > Ty,
1 T 21 27
il 00 dt — (27) 2 01,05) d6dby| < A+ B+ C
‘T/O(f )(t)t(ﬂ')/o/of(b2)12 + 5+
ou -
:‘T/o Fo8)( dt——/(fkoQ)() ‘ 7~ Al <
T
= ‘% fk 00 (27T / / fk 91,92) do,db,| <
0
et

2w 2m 2w 2m
’ -2 / fk 91, ‘92 d91d62 271' / f (91, 62) d61d92
0 0

< e [ [Tir-si<

Donc pour T' > Ty,

‘ % /OT(foe>(t) dt — (27) 2 /0 " /0 "t (60, 6,) 616,

Cela prouve le Théoreme Ergodique pour f.

< (2M + 1)e




17. a)

La fonction 1, est de classe € sur [0, 27| \ {a, b} par les théoremes généraux.

Vérifions que 9, est de classe €' sur un voisinage de a. On voit d’abord que 1, ; est continue
en a car Pm sin®(;%=(t — a)) = sin*(0) = 0.
—a

2
Sur Ja, b[, ¢! ,(t) = T cos(:=(t — a)) sin(:=(t — a)). On en déduit que lim ¢/ ,(¢t) = 0.
@ b—a b=a b=a t—sat  ®

Par le théoreme de dérivabilité d’un prolongement, la fonction 1, est de classe €' sur un
voisinage de a. Un calcul similaire en utilisant que sin(;"-(b —a)) = sin(7) = 0 donne que g
est aussi de classe €' au voisinage de b.

Supposons par I'absurde que V¢ € [0, +oo[ xz(t) & 2.

Comme ) est ouvert et non vide, il contient une boule ouverte au sens de la norme

- lloc e eay : R* 2y = maz(lef (y)], es(y)])

donc il existe «, 8,7,0 €0, 1] tels que a < B et v < § et Q D {uey +ves, (u,v) €la, B[x]v,d[}.
Ainsi pour tout ¢ > 0, posant (z1(t), za(t) = (cos(twy + 1), cos(twa + a)), on a (x1(t), z2(t)) &
Ja, B[x], d[.

Posons a = arccos(3),b = arccos(a), ¢ = arccos(0),d = arccos(7y) et

O (01,0,) — @a,b(eﬁlﬁc,d(%)

ou &a,b est la fonction obtenue en prolongeant v, ;, par 2m-périodicité.
Comme 1, 5 est nulle au voisinage des multiples de 27 elle est de classe C! sur R.

Donc ® est de classe C! sur R? comme produit de gﬁaﬁb o ((01,602) — 61) et de ..., qui sont des
composées de fonctions de classe C*.

De plus pour tout ¢t > 0
Q(0(t)) = P(twr + @1, twa + ) =0
car
(tw1 + @1, twe + o) & U (]a + 27p, b+ 27wp[x]c + 2mq, d + 27Tq[>
(p.a)€z?
car sinon on aurait
(cos(twy + 1), cos(twy + p2) €], B[x]7, [
par décroissance stricte de cos sur [0, 7].
Par le théoreme ergodique, on aurait

0= (2m)2 (/0% Ry (u — el)qza,b(el)owl) (/027r Ry (u — 92)150761(92)6192)

ce qui est contradictoire car les deux intégrales du membre de droite sont strictement positives
car les intégrandes sont positives, continues et non identiquement nulles, et 0 # 2.

Ainsi |il existe ¢ > 0 tel que z(t) € Q|.




